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PREFATA

Lucrarea de fatd se adreseaza in primul rand studentilor
de la facultatile cu profil economic si cuprinde programa
analitica la disciplina ,,Matematici aplicate in economie”,
"Metode cantitative in studiul pietei", "Metode cantitative in
gestiunea afacerilor" prevazutd in planul de invatamant.
Plecand de la ideea ca un curs scris nu trebuie sa-1 inlocuiasca
pe cel oral (predat in fata studentilor), in text nu au fost
introduse comentarii dense, urmand ca acestea sa fie prezentate
in functie de nivelul studentilor.

Precizez ca definitiile, unele teoreme (enuntul si
demonstratia) au fost preluate din literatura de specialitate fara
modificari intrucit sunt cunoscute (Exemple: Teorema lui Rolle,
Teorema lui Fermat, notatiile lui Monge s.a.m.d.).

De asemenea precizez ca am prezentat si exemple din
literatura de specialitate, in care expresiile sunt simetrice,
rezultatele simple si au fost preferate in locul unor exemple
proprii, punand pe primul plan aspecte de ordin metodic.
Elementele de originalitate se gisesc 1n studiul stabilitatii
sistemelor dinamice, rezultatele realizandu-se si pe baza
deruldrii contractului de cercetare 3C/27.01.2014. Lucrarea
propune teme utile atat economistilor, inginerilor, geografilor
cat si profesorilor. Ea poate servi nu numai la pregatirea
examenului de matematica, ci §i ca sursa de informare dupa
promovarea acestuia.

Cu speranta cd lucrarea se va dovedi utila, autorul
asteaptd cu interes din partea cititorilor orice observatii §i
sugestii pertinente.

Dumitru Bala
Drobeta Turnu — Severin






Capitolul I

Puncte de extrem ale functiilor reale
definite pe o submultime a lui R

Definitia 1.1. Fixdm o functie f: AcR— R. Un punct
x, €A se numeste punct de maxim relativ (respectiv de minim

relativ) al lui f dacd existd o vecindtate U a punctului x, astfel

incat pentru orice xe UNA, sd avem:
f(x)<f(x,) (respectiv f(x)=f(x,))
f (x,) se numeste maxim (respectiv minim) relativ al lui f.
Observatii:
1) Punctele de maxim sau de minim relativ se numesc puncte
de extrem relativ.
2) Daca inegalitatile f(x)<f(x,) (respectiv f(x)>f(x,)) sunt
stricte pentru orice xeUNA, x#x,, se spune cd x, este un
punct de extrem strict.

Definitia 1.2. Valorile functiei in punctele ei de extrem
relativ se numesc extreme relative ale functiei.

Observatii:
1) Faptul ca functia considerata este cu valori reale este esential
(folosindu-se relatia de ordine < pe R).
2) O functie poate s aibd mai multe puncte de maxim si minim
relativ.
3) Un minim relativ poate sa fie mai mare decat un maxim
relativ ceea ce justificd adjectivul ,,relativ”.
4) Valorile sup f(x), 1r€1Af f(x) calculate in R se mai numesc

xeAd

extreme globale ale lui fpe A.



5) Punctele de extrem relativ se mai numesc puncte de extrem
local, deoarece inegalitatile de tipul f(x)<f(x,) (respectiv

f(x) = f(x,) sunt verificate nu neaparat pe intreg domeniul de
definitie al functiei f ci numai in jurul lui x, .

6) Daca marginea M = sup f(x) este atinsa, atunci orice punct x

xeA

astfel incat f(x ,) = M va fi un punct de maxim (nu neaparat strict).
7) Se poate intampla ca x, sa fie un punct de maxim si totusi
f(x,) <M.
8) Daca marginea superioard sup f(x) nu este atinsd pe
multimea A, atunci se poate ca functia sd nu aiba puncte de
maxim.

Teorema lui P. Fermat. Fie x , €I un interval deschis si

xo un punct de extrem (relativ) al unei functii f:I—>R. Daca f
este derivabila in punctul x ,, atunci f'(x,)=0.

Demonstratia in [22] la pagina 152.

Observatii:
1) Daca I nu ar fi fost interval deschis, de exemplu I=[a,b] si
X,=a (sau x,=b), atunci teorema nu ar fi fost adevaratd pentru

ca f(x) nu ar fi fost definitd pentru x < a, respectiv pentru x > b.
2) Reciproca teoremei lui Fermat este in general falsa.
Demonstratia se face dand un contraexemplu:
f(x)=x%; ' (x)=3x* f'(0)=0 nu rezultd x,=0 punct de

extrem local pentru ca f este strict crescatoare.
3) Teorema lui Fermat da conditii necesare de extrem, dar nu si
suficiente.
4) Interpretarea geometrica a teoremei lui Fermat.

In conditiile enuntului, intr-un punct de extrem, tangenta la
grafic este paraleld cu axa Ox.
5) Dacé f:I—>R este o functie derivabila pe un interval deschis
I, atunci zerourile derivatei f pe I sunt numite si puncte critice
ale lui fpe L.



6) Teorema lui Fermat afirma ca punctele de extrem local sunt
printre punctele critice.

Teorema lui M. Rolle. Fic f:[a,b] >R, a<b o functie
Rolle astfel incat f(a)=f(b), atunci existd cel putin un punct
ce(a,b) astfel incat f'(c)=0.

Definitia 1.3. O functie f:[a,b]>R(a<b) se numeste
functie Rolle daca este continua pe intervalul deschis (a,b).

Corolar 1.1. Intre doud zerouri ale unei functii
derivabile pe un interval se afla cel putin un zero al derivatei.

Teorema lui Darboux. Daca fiI—>R este o functie
derivabild pe un interval I, atunci derivata sa f' are proprietatea

lui Darboux adica nu poate trece de la o valoare la alta fara a
trece prin toate valorile intermediare.

Corolar 1.2. Fie f:I>R o functie derivabild pe un
interval 1. Daca derivata f'nu se anuleaza pe I, atunci f' are
semn constant pe I.

Teorema 1.1. Fie f o functie derivabila de n ori, n>2,
intr-un punct ael, astfel incat:

[ (@=0, f" (2)=0,....f("")(@) = 0, (" )(a) # 0.

1) Daca n este par, atunci a este punct de extrem al lui f;

dacid £ (a)<0 atunci a este punct de maxim, iar daci £ (a)>0,
atunci a este un punct de minim.

2) Daca n este impar, iar a este punct interior al intervalului I,
atunci a nu este punct de extrem al functiei f.

Demonstratie. Deoarece primele n—1 derivate se
anuleaza in a, formula lui Taylor, de ordinul n, in punctul a, se
scrie, pentru x e [

(x— a)”

£ = fay+ =D oy + (29 o,
n:

unde:
lim a(x)=0 si a(a)=0,

atunci,



) fa)= "9 “) [£ (a)ta(x)].
Deoarece lim (x(x)—O, avem:
lim o [f” (a) + a(x)] = £ (a).

Daci £ (a)<0, existid o vecinitate V a lui a astfel ca:
£ (a)+a(x)<0, pentru xe V.
Daca n este par, avem (x—a)" >0, pentru orice x € I, deci:
Daca £ (a)>0, atunci f" (a)+a(x)>0 pentru orice xeV, de
unde rezulta ca:
f(x)—f(a)< 0 sau f(x)>f(a), pentru xeV,
adicd a este un punct de minim.
Daca " (a)<0 atunci " (a)+a(x)<0 pentru xeV, de unde
rezulta ca f(x)—f(a)<0 sau f(x)<f(a) pentru xeV, adica a este
un punct de maxim.
Sa consideram acum cazul cand a este un punct interior al
intervalului I, iar n este impar.
Atunci (x-a)" <0 daca x<a si (x-a)" >0 daca x>a, deci:
dacd £ (a)>0, atunci £ (a)+a(x)>0, pentru xeV, de unde
rezultd ca:
f(x)—f(a)<0 adica f(x)<f(a), daca x<a,xeV,
f(x)-f(a)>0 adica f(x)>f(a), daca x>a,xeV
si deci a nu este un punct extrem;
daci " (a)<0 atunci:
f(x)>f(a), daca x<a,xeV,
f(x)<f(a), daca x>a, xeV
si deci nici 1n acest caz a nu este punct extrem.

Observatie:
Deoarece f"(a) exista, rezultd ca f' existd Intr-o intreaga

vecinatate a lui a. Daca n este par, iar a este punct interior al
intervalului I, atunci derivata f'are semne diferite de o parte si

de alta a lui a. Intr-adevar, daca ar avea acelasi semn intr-o
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vecinatate a lui a, atunci f ar fi strict monotona In aceastd
vecinatate si deci a n-ar mai fi punct extrem al lui f.

Corolarul 1.3. Fie f o functie derivabila de doua ori in
punctul ael, astfel incat f'(a)=0si1 f" (a)# 0.
Daca " (a)<0, atunci a este punct de maxim.
Daca f" (a)>0, atunci a este punct de minim.
Corolarul urmator stabileste o proprietate reciproca:

Corolarul 1.4. Daca f este derivabila de doud ori intr-un
punct interior ael si daca f are in a un minim, atunci f" (a)>0,

iar daca f are in a un maxim atunci /" (a)<0.

Sa presupunem ca a este un punct de minim, deci f”(a)=0.
Daca am avea f"(a)<0, atunci din corolarul precedent ar
rezulta cad a este un punct de maxim si am ajunge la o
contradictie. Asadar f" (a)>0.

La fel se demonstreaza ca daca a este un punct de maxim,
atunci " (2)<O0.

Corolarul 1.5. Daca f este derivabila de trei ori in
punctul interior ael si daca f'(a)=0, f"(a)=0, f"(a)#0,
atunci a nu este punct de extrem al functiei f.

Observatie:
In cazul cand n este impar, tangenta la grafic in punctul (a, f(a))
este paralela cu axa Ox si traverseaza graficul. Un asemenea
punct, in care tangenta traverseaza graficul se numeste punct de
inflexiune.

11






Capitolul 11
Functii reale de mai multe variabile reale

Se stie ca R" este multimea sistemelor ordonate de n
numere reale, adica:

R“={ x=(x1,x2,....xn)|x,.eR;i=1,2...,n }
Produsul scalar

V este K spatiu vectorial.
Definitia 2.1. Se numeste produs scalar pe V o aplicatie
@: VXV —=K care satisface urmdatoarele axiome:

1) p(V,W) = p(w,v) Vv,weV
2) p(av,w) = ap(v,w) Y aek, VvyweV
3) o(uv+tw) = ou,v) + puw) Yuvwe V

Daca in plus o(v,w)=0, vweV =v=0, atunci produsul se
numeste nedegenerat.
Notam: ¢ =<, >sau ¢(v,w) =<v,w>sau ¢(v,w)=v-w

Exemplul 2.1.
V=K" <,>:VxV->K

n

<X,y>= xiyi <x,y>ekK
i=1
X=(X1,X2,.... ,Xn) € V
y:(yl,}’Z,----,yn)EV
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Norme pe R"

Definitia 2.2. Se numeste norma pe R" o aplicatie
N : R" > R+ care satisface urmatoarele axiome:

1) N(x)=0, vxeR" si N(x)=0 = x=0

2) N(ax)=l|a| Nx), YvaeR, vxe R

3) Nx+y)<Nx)+NOy), V x,yeR"

Observatii:

1) R"={(xrx2...., Xn ) |Xi€R;i=1,n}
2) Re={x| xeR six20}
3) R, ={x| xeR six>0}

Propozitia 2.1. N:R" - R

N(x) = §<x,x> not ||X|| vV x,yeR"

Aplicatia N definita mai sus este o normad.

Demonstratie:
Nixx+y) = ||X+y|| = \/<X+y,x+y>=

=\/<x,x>+2<x,y>+<y,y> <

<JRP+2 [<x,y>| +y[ <

IN

VIS 20y + Iy =
Vb =l = v xyere

14



1)

2)

3)

1)
2)
3)

1))

2)

Exemple de norme

vx e R I = | Zx

<x,y>=Y xiyi; x| = J<x,x>

i=1

v x e R"; ||X|| 1= maxQxi|)

vV x eRY; ||X||2= ZQxlD

i=l1

Distante pe R"
Definitia 2.3. Se numeste distanta pe R" o aplicatie
d: R"X R" = R+ care satisface urmatoarele axiome:
d(x,y)=0 VxyzeR'sid((xy)=0 = x=y
d(x,y)=d(y,x) vV x,y € R"
d(x,y)<d(x,z)+d(z,y), VY x,y,z € R"
Propozitia 2.2. Daca N : R" — R+ este norma atunci
d:R"xX R" — R+ data prin
d(x,y)=N(x—y)este o distanta pe R".
Demonstratie:
d(x,y)=Nx-y)=N(-1) (y—x) =
=| -1| Ny-x)= d(y,x)
dix,y)=Nx-y)=Nx-z+z-y) <
<Nx-2z)+N(z-y)=d(x,z)+d(z,y).
Observatii:

D d(x,y)=|x—y] =VZ (xi—yi)

2) dl(x,y):”X—y”l:max( |Xi—y1| ).

15



n

Hd(x,y)= |x-y2= > | xi—vi

i=1
Definitia 2.4. (R", d ) se numeste spatiu metric.

Definitia 2.5. Fie xo € R"; r>0. Se numeste sfera
deschisa centratd in xo §i raza r multimea:

S(xo,r)={ XeR'| d(xx,)<r }

Observatii:
Dr=0= S(x,,r)=9

3) x,=0,n=2; dxy)=[ (xi—y1’ +(x2—y2)"]"?
x=(x1,x2) y=(y1,y2)

S(0,r)= { X:(X,Y)ER2| x>ty <r’ }

b

d=di; Si(0, )= { x=(x,y)eR? max{|x

yli<r |

d=dz; $20,r)={ X=(x,y)eR2| |X|+|y| <r |.

v

A
rY

/\X -rlr---wlrx‘ r \r x;

N i

16



Topologie pe R"

Definitia 2.6. Fie xo € R". Se numeste vecinatate a
punctului x ,, Y McR" astfel incdt sa existe o sfera S(xor) c M.
. Observatii:

In particular orice S ( X, , r ) este vecindtate a lui x,.

V (x,) este mulfimea vecinatatilor lui x ;.

Vx, este o vecinatate a lui x ;.

Definitia 2.7. M se numeste multime deschisa <
Mc Vix) ¥V xoe M

D not { M | M = mulfime deschisa }

Definitia 2.8. M se numeste multime inchisa <
complementara sa este deschisa

((R"\M) e D).

7 not { M| M = mulfime inchisd |.

Definitia 2.9. Un punct x,eR" se numeste punct
aderent pentru multimea M, daca oricare ar fi

VeV(ix,)VnM+*o
M ={ x e R"

X punct aderent pentru multimea M }
Definitia 2.10. Un punct xoe R" se numeste punct de
acumulare al multimii M daca oricare ar fi
VeV(ix) Mn[Viixg |#o
M= { xeR"

x punct de acumulare pentru M }

17



Definitia 2.11. Un punct xoeR" se numeste punct
interior pentru multimea M daca exista o multime deschisa

AeDai xye AcM
IntM=M" = { x € R" | x punct interior pentru M }

Definitia 2.12. Un punct xo € R" se numegste punct
izolat pentru mulfimea M dacd xo € M sixo € M

Definitia 2.13. Un punct xo € R" se numegste punct
frontiera a multimii M daca el nu apartine nici interiorului §i
nici exteriorului mulfimii M.

FrM = { x e R"| X ¢ M° x ¢ ExtM |

Definitia 2.14. Un punct xo € R" se numeste punct
exterior pentru multimea M, daca exista o vecinatate

Ve { Vixo) ai. Vo M=o } sau
X0 € R" se numeste punct exterior pentru multimea M daca
N
x0e CM
ExtM={ xeR"

X punct exterior pentru M }

Definitia 2.15. Multimea M este marginita daca
3S0r)>M

Definitia 2.16. Multimea M este compacta daca M este
marginita §i inchisa.

18



Derivate partiale.
Diferentiabilitatea functiilor de mai multe variabile

Definitia 2.17. Fie ACR" si f:A—>R. Valoarea functiei
f intr-un punct x=(x1,x2,...xn)eA o vom nota cu f(x) sau
fx1,x2,...,xn). Spunem ca f este o functie reala de n variabile
reale.

Exemplul 2.2. :R*> R, f(x,,x, ,X;) = x1+3x2+7x3

Definitia 2.18. Fie AC R*, f : A— Rsi (a,b) un punct
interior lui A. Functia f este derivabila partial in raport cu x in
punctul (a,b), daca:

i SC6b) = f(ab)

xX—a x_a

exista §i este finita.

O 1w - of (a,b
Vom nota aceastd limita, daca exista, cu f(a,b) sau %
X

si o vom numi derivata partiald de ordinul intai a functiei f in
punctul (a,b).

Definitia 2.19. Functia f este derivabila in raport cu y
in punctul (a,b) interior lui A, daca:
lim f(avy) _f(aab)
y—b y— b
La fel vom nota:

f(a,y) - f(a,b)
y—>b

exista §i este finita.

lim
y—b

of (a,b)

= fi(a,b) = o

Definitia 2.20. Daca functia f este derivabila partial in
raport cu x (respectiv cu y) in fiecare punct al lui A, spunem ca
este derivabila partial in raport cu x (respectiv cu y) pe A.
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In general, f are derivati partiald in raport cu xi in
punctul (a1,az,....,an) interior lui AcR", daca lim E exista si

X;—a;
este finita.
f@,a,,08, X, 0, 50, — (A1, y sy, Ay e ,)
X, —a,

Se noteaza aceastd limitd cu f (a,a,,.,a,) sau

of (a,,a,,...,a,)
Ox.

l

=F

Observatii:

1) Cand calculam derivata partiald in raport cu x, variabila y
este considerata constanta si derivam ca §i cum am avea o
singura variabild x. Asemandtor cand calculam derivata
partiald In raport cu y.

2) Observatia se mentine si in cazul unei functii reale cu mai
mult de doua variabile reale.

Derivate partiale de ordin superior
f:D,cR —>R

Derivata de ordinul intai:

_
r e dx
Derivata de ordinul al 1I- lea:
,_d'f _d (ﬂ j
dc? de\dx

Definitia 2.21. Fie f:D < R’> — R o functie de doud

variabile z = f(x,y), derivabila partial in raport cu ambele

variabile pe D, astfel incdt fiecare derivata partiala este de
asemenea derivabila partial.

20



Se pot obtine atunci derivate partiale de ordinul doi ale
functiei f in urmatoarele moduri:
i) Derivand de doua ori in raport cu x:
Tz O _i(@j
- - Ox

ox?  ox? T ox

ii)  Derivand intdi in raport cu x §i apoi in raport cu y:
822_82f_ ,,_i(@j
oyox oyox "7 oylox

iii)  Derivand intdi in raport cu y si apoi in raport cu x:
3z _of _ ., _ofof
oxoy oxoy ' ox\ oy

iv) Derivdnd de doua ori in raport cu y:

0z 0 _ _i[ij

ayz 6)72 oy ay ay
Observatii:
1) Derivatele partiale
0’z . o’ f
oty oy

se numesc derivate partiale mixte de ordinul 2.

2) In notatie ,,fractionara” a calcula

o’z

Ox0y
inseamna a deriva Intai in raport cu variabila y si apoi in raport
cu x, adicd derivam in ordine inversa aparifiei variabilelor la
numitorul ,raportului de derivare” (asemandtor cu situatia
intalnitd la compunerea functiilor), spre deosebire de notatia
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»indiciala” f, in care ordinea scrierii variabilelor corespunde
ordinii in care efectuam derivarile partiale.
Definitia 2.22. Fie

f:D cR" >R
o functie de n variabile, derivabila partial pe D in raport cu
fiecare variabila, astfel incdt fiecare derivata partiala este la
randul ei derivabila partial. Derivata partiala de ordinul doi in
raport cu variabilele xi si x;j este atunci functia:

e (),
ox 0x;  0Ox, | O, i

Teorema (CRITERIUL LUI SCHWARZ):
Daca f:D < R" — R este o functie de n variabile,

iar A €D un punct din domeniul de definifie, in care f, f, fx'/_ ,
fex, $i [y, suntcontinue, atunci are loc egalitatea:
£ ()= f7,(4).
Corolarul 2.1. Daca o functie f admite derivate mixte
continue, atunci aceste derivate mixte sunt egale.
Definitia 2.23. O functie
f:D cR" >R

de n variabile se numeste functie de clasa C* pe D (si scriem
feCK(D)) daca f admite derivate partiale de ordinul k pe D, iar
acestea sunt functii continue pe D.

Definitia 2.24. O functie f:DcR" >R de n
variabile se numeste functie de clasa C* pe D (si scriem

feC*(D)), daca f este de clasa C* pe D pentru orice numar
natural k.

22



Observatie:

Orice polinom de n variabile este o functie de clasa C*
pe R™

Gradient. Diferentiala

f — functie de n variabile

D < R"; D — multime deschisa

f:DcR"—>R,AeD

f — derivabila partial in raport cu fiecare variabild in raport cu
punctul A.

V1(A) = gradientul lui f in punctul A;

V1(A) = vector

VI (A)= [f 1.7 L L (A)j

Daca f este derivabila partial pe D.
V1(A) = functie vectoriala

Nf:D— R";
f f o
Vf(x)= (6 () ( )5 aax”J
Yx €D
Exemplul 2.3.
f:R* >R

X
f(x)= xlz +x% +3x1X7X3 +x_4
1

V)= Sy (O ey (S, (1)) =

X4 1
= 2x1+3x2x3 - 2X2 +3XIX3, 3X1X2, —

X
)C1 1

23



Definitia 2.25. Fie
f:DcR" >R
o functie de n variabile definita pe o multime deschisd Dc R"
si A € D un punct al domeniului de definitie. Spunem ca f este
diferentiabila in punctul A daca exista o aplicatie liniara
T:R" >R,
si o functie
g:Vo—>R;
unde Vo este o vecinatate a originii spatiului R", astfel incat:
A+Vo <D,

si are loc egalitatea
J(A+Ax)— f(4)=T(Ax)+ g(Ax
Daca functia f este diferentiabila in punctul A, forma
liniara T de mai sus se numeste diferentiala functiei f in
punctul A si se noteaza daf.

Exemplul 2.4. Orice formad liniara f:R" — R este
diferentiabila in orice punct A € R"si daf=f VA € R"

Propozitia 2.3. Fie f derivabila partial in raport cu
toate variabilele pe o vecindatate a unui punct A al domeniului
de definitie, astfel incat derivatele partiale sunt continue in A
atunci f este diferentiabila in punctul A si

df(H)=(Vf(A)H}=%(A)*h1%(z4)*hz+---%(z4)*ih,weﬁ

Propozitia 2.4. Daca
f:DcR" >R
este o functie diferentiabila in punctul A€D, atunci f este
continud in acel punct.
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Propozitia 2.5. Fie f si g functii de n variabile,
diferentiabile pe o multime deschisa D < R", iar a€R un scalar
oarecare. Atunci functiile f + g si of sunt diferentiabile pe D si
au loc egalitatile:

V(f+g)=Vf+Vg
Vief)=avf

Observatie:
Din aceastd propozitie deducem cd@ mulfimea functiilor
diferentiabile pe o multime deschisd are o structurd de spatiu
vectorial real.

Definitia 2.26. Fie
f:DcR" >R
o functie de n variabile derivabila partial de doua ori in raport
cu fiecare variabila pe multimea deschisa D c R" si A € D un

punct al domeniului de definitie al lui f.
Matricea hessiana a functiei f in punctul A este matricea

o f o' f o f
—A4) ——[4) .. ——(4
Ox1> (4) ox,0x, (4) Ox,0x, ()
o f o' f o f
Hi(4)= Ox,0x, ) o2’ 4 - 0x,0x, )
azf 62}.{.. a2_f
Ox,0x, ) 0x,0x, S Oxn” )
Observatie:

Daca derivatele partiale mixte ale functiei f sunt continue, din
criteriul lui SCHWARZ rezulta ca matricea
hessiana a functiei f este simetrica

f:DcR" >R
n=1
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f este diferentiabila in x , < f este derivabila in xo.

Observatie:

Expresia f'(x0)(x-x0) se numeste diferentiala lui f in punctul
X0 §1 se noteaza df(xo)(h) = ' (xo)h unde h = x-xo.

Exemplul 2.5.
f:DcR' > R;
n=1
f:R >R
f(x)=x
df (xo)*h=1%h
df (x)=dx

Exemplul 2.6.
g:R > R;

1
g(x) = arctg —
X

1
1+ x?
1

1+ x

dx
dg(x) =~ 1+ x?

g'(x) =~

dg(xo0)*h = — %

2

Exemplul 2.7.
oy P )
f'(x)= P
= df (x) = f'(x)*dx
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Reguli de diferentiere:
1) d@utv)=du-+dv
2) d(ow) = adu
3) d(u/v) = (vdu-udv)/v?
4) d(u*v)=vdu+udv
5) d(f(u(x))) = f'(u)*du

Cazul
f:DcR* >R,
n=2

Definitia 2.27. Se numeste diferentiala functiei f in
punctul (xo, yo) si se noteaza df(xo, yo)(h, k) o functie liniara in
h si k data de expresia:

df (xo0, y0)(h,k) = f"x(x0,y0)* h+ ' v(x0,y0)*k

h=x—xo0
k=y—yo
Observatie:

Diferentiala o scriem 1n forma finala:
df (xo,y0) = f"x(x0, yo)dx + f" (0, yo) *dy .
Intr-un punct curent:

df (x,y) = %*dx +2—f;<x,y>*dy

Cazul functiei de n variabile:
f:DcR" >R,

df (x',..,x") = o (x',xz,...,x")”‘dx'+i(x',x2 ..... x")"‘dx2 +
5x' axz
F oo i(x',xz ..... x")*dx"
ox"

27



Diferentiala de ordin superior:

f:DcR'—> R;
n=1
df (x) = f'(x)*dx
d(df (x)) =d*f(x)
d’ f(x)=d(df (x)) =d(f'(x)*dx)=d(f"(x))*dx+ ["(x)*d(dx) =
= f"dx’ + f'(x)*d x = f"dx’
d’ f(x)= f"(x)dx*
ey 4 f()
S = 0
=d’f(x)= f"(x)dx’

Analog
d"f(x)=d[d" " f(x)]
d"f(x)= f"(x)dx"
Fr =5
n=2f:DSR*—R
g g

A (vy) =3 Hdek oy

) )
= —%k +— * . I .
d Py dx > dy  opdiferential

0 0
df (x,y) = E*dﬁrg*dy f
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d’ f(xy)— fdx +2a

X0y oy’
2
0 0
=| —dx+—d
(ax oy yj /
In general pentru diferentiala de ordinul n

d"f(x,y)= ( dx+§dy} f

F(x,y)= f(u(x,y),v(x,))

Exemplul 2.8.
F(x,y)==3[sin(x+2y)] +&"
F(x,y)=3u’+v
u=sin(x+2y)

X’ +xy

v=e
f(u,v)=3u’+v
oF 6f8u of ov

or dudx ovox
OF_of ou of v

o oudy vy
OF 0 (6F) (6f8u+6f8vj_
ox B

a’ ol ox Ou dx  ovox

]
“ox\ou) ox ou oxlax) axlev) ex ov ax\ox

(af) ou 6f62 . (6}")8\/ of 0*v
8u

ox) ox éu ox? ov\ox ) ox 6‘v8x2
AEE AN AN L
8u oudx Ovox) ox ouox® ov\oudx Ovox)ox Ovoxd

_Ofoudu Of vou o Su Of oudv Ofoudv o &

+
auzéxax ouov Ox Ox 8u8x2 ovou &x Ox v Ox Ox  Ov x>
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Capitolul 111

Extremele functiilor reale de mai multe variabile reale

Fief:DcR"—>R ; n>1.

Definitia 3.1. Un punct Po = (a1, a2, ....., an) ED’ se
numeste punct de maxim local (respectiv minim local) al
functiei f(xi1, x2,..., Xn), daca exista o vecinatate Vpo a punctului

Py astfel incat pentru orice punct P=(x1,x2,....... xn) € Vpo N D
sa avem :
f(P)<f(Po), respectiv f (P) >f (Po) (3.1)
Observatie:

Punctele de maxim si de minim (local) se mai numesc si puncte
de extrem.
Punctele se numesc puncte de extrem local sau relativ.

Definitia 3.2. Daca Po este un punct de maxim local
(relativ) al functiei f, atunci valoarea sa in punctul Po, f(Po) se
numegste maxim local al functiei.

Daca P este un punct de minim local (relativ) al functiei f,
atunci f (P) se zice ca este minim local al functiei.

Observatie:

Dacd putem alege vecindtatea V de raza destul de mica
incat inegalitatile din definitie sa fie stricte, atunci vom zice ca
avem maxim local strict (respectiv minim local strict), sau ca
functia admite un maxim (respectiv minim) propriu.

Propozitia 3.1. Fie f o functie reala definita pe o
multime deschisa D < R" (n > 2). Daca f admite un extrem
local (relativ) in punctul PoED’ si daca f este derivabila
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partial in acest punct in raport cu fiecare din variabilele xi
(k=1,2,....,n), atunci derivatele sale partiale f x’k se anuleazd in

acest punct, adica:

i(PO) =0 (k=1,2,....... n) (3.2)
ox,
Intr-adevar, fie Po = (a1, a2, .......... , an) punctul de
extrem al functiei f, considerand functia partiala
f(xx) =1 (a1, az, ... ,ak-1, Xk, ak+1, ....... , an)

definitd pe multimea
Di={ xx/ Xk € R, (ai, a2, ... ,ak-1, ak, ak+1,....,an) ED}
care este derivabila in punctul ax
/' (a) = f xx(Po), iar ak este un punct de extrem al

acestei functii si punct interior mulfimii Dk, deci, conform
teoremei lui Fermat, avem /~ (ax)=0, adicd /"~ xx(Po)=0.

Observatii:

1) in R! reciproca teoremei lui Fermat nu este in general
valabila, adicd daca intr-un punct derivata unei functii se
anuleaza, acel punct nu este neaparat punct de extrem.

2) Propozitia de mai sus este o conditie necesara, dar nu si
suficientd pentru existenta punctelor de extrem. Eventualele
puncte de extrem se gasesc printre punctele In care
derivatele partiale de ordinul intai ale functiei f se anuleaza.

Definitia 3.3 Un punct Po=(ai, az, .......... , an) ED’ se
numeste punct stationar al functiei f, daca functia f este
diferentiabila in punctul Po i daca diferentiala sa este nula in
acest punct.

df = i;ldxk

k=1 OX}

df =0 in punctul Po < ;l(PO) =0; (k=1,2,...,n)

X
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Observatie:

In acele puncte Po in care diferentiala este nula, variatia
functiei in jurul punctelor respective este considerabil de mica,
fapt care justifica denumirea de mai sus.

Propozitia 3.2 Orice punct de extrem local din
interiorul multimii de definitie D in care functia f(P) este
diferentiabila, este un punct stationar al functiei.

Observatii:
1) Propozitia reciproca nu mai este valabild, in sensul ca exista
puncte stationare care nu sunt puncte de extrem.
2) f: D1 c R'5R; 7 (xi) = 0; xi nu sunt puncte de extrem, ci
de inflexiune.

Exemplul 3.1.a

f:D2cR>—>R; flx,y)=2x>-2y
Functia este diferentiabild in origine, caci derivatele sale
partiale f x(x,y) =4x; f y=4y sunt continue in Po=(0,0).
Acest punct este punct st,a‘;ionar al functiei f caci avem

f x(0,0):O, f y(O’O):O’
totusi nu este un punct de extrem local al functiei, deoarece
pentru punctele de forma P=(x,0) din vecinatatea originii
avem f (P) — f (Po) =2 x* > 0, iar pentru punctele de forma
P'=(0,y) din aceeasi vecinatate, /~ (P)— f (Po)=-2y><0,
relatii care evidentiaza faptul ca punctul Po = (0,0) nu este
un punct de extrem local.
Asemenea puncte, in cazul functiilor reale de doua variabile
se numesc puncte sa ale lui f (x,y).

Observatie:

Daca o functie de punct f este diferentiabila intr-o
multime deschisi D' < R", n > 1, punctele sale de extrem local
(relativ) se gasesc printre punctele stationare ale ei, adica
printre solutiile sistemului:
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f’X1 (X1, X2,........ ,Xn) =0

fx2 (X1, X2y, ,Xn) =0 (3.3)

f xn (X1, X2, ,Xn) =0

Dupa ce se determind solutiile acestui sistem, care
desigur, in general nu vor fi toate puncte de extrem ale functiei
f (caci ele verificd doar conditia necesard pentru a putea fi
puncte de extrem), urmeaza sd se precizeze care sunt acele
puncte Po dintre solutiile sistemului (3.3) pentru care diferenta
o = f(P)- f(Po) intr-o vecinatate V a punctului Po pastreaza
acelagi semn pentru orice punct Pe V.

Desigur, daca & < 0 pentru orice P € Vpo , in Po functia
f are maxim, iar daca & > 0, in Po functia f are minim.

Teorema 3.1. Daca (xo,y0) este un punct stationar al
functiei f (x,y) si daca functia are derivate partiale de ordinul
doi, continue intr-o vecinatate Vpo a punctului Po =(xo0 yu),
atunci:

[1] Daci (f xy ) — f x> * fy2 <0, derivatele partiale
fiind calculate in (xo0 yo), atunci (xo yo) este un punct de
extrem local al functiei si anume:

Cand " x*(x0yo) > 0, Py este punct de minim.
Cand f " x? (x0 yo) < 0, Po este punct de maxim.

[2] Daci (f xv )?— f x2* £ 32> 0, atunci (xo yo) nu este

un punct de extrem al functiei f.

Demonstratie. Notdm punctele p din vecinatatea
punctului p,=( x,,y, ) cu (x ,+h,,y, +h,) oricare ar fi
h,, h, €R, suficient de mici si sd aplicim formula lui Taylor
pentru a exprima variatia functiei f in jurul punctului P, si
anume se mai scrie:
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o =f(x,y) —f(x .,y o )=f (xo+h,y o +h, ) - f(x,y )

1 i '
o :F [hyf, (xg,yo)th, £, (xg,y )]+
+%[h12f;2(xo+‘9h1 . YotOh,)+

+2h,h, +2hh,f (x,+6h,, (+6h,)+
+h§f;z(xo+‘9h1 , Yot 6h,)]
0<6<l1

Vom nota valorile derivatelor de ordinul doi in punctul cercetat
cu:

ap :f:g (X5 0)
ap :f;'cy(X09YO)
s =f;z (X0,Y0)

o f ;2 vom

si tindnd cont de continuitatea functiilor f;z , T
avea:
f;z ,(xg + 6h )y, +6h,)=a, +a,
f')'cy ,(xg + Oh )y, +6h,)=a,+a,
f;z ,(xo + Ohy,+6h,)=a,, +a,,
unde: «,,,a,,,a,, —>0odatd cuh, =0, h, —0.

Luand in considerare ca P,(x,,y,) este un punct

stationar, deci derivatele partiale de ordinul intdi sunt nule in
acest punct, diferenta o0 care exprima variatia functiei f in jurul
punctului P se mai scrie:

1
5=5[a11h12 +2a,,h h, +a,,h)+

2
+a | h; 20, h hy +Qpyh 5 ]
sau inca
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5 — h22 hl 2 hl

=—-la;(——)" F2a,(——)ta,ty(ay, )]
2! h, h,

unde y este o forma liniard in «,,,a,, ,a,, care tinde cdtre zero,

deci semnul expresiei O este hotarat de semnul trinomului de

h . .
gradul II in (h—l). Ori pentru ca acest trinom sa pastreze un
2

acelasi semn oricare ar fi h,,h, v-a trebui sd avem:
2
aj,-ay,2,, <0

In aceste conditii O pastreazd semnul lui a,

. ... h < .
(coeficientul variabilei —-la patrat) oricare ar fi h,
2

h, suficient de mici astfel ca punctele P=(x,+h,y,+h) sa
aparfind unei vecinatafi V , a punctului P, ori un punct de
extrem local.

Rezulta imediat ca daca a,;;>0, 6>0 si punctul
considerat este punct de minim si daca a,;<0, & <0 deci P,
este un punct de maxim.

In cazul in care a},-a,;a,,>0, trinomul in (Z—l) nu

2
pastreaza un acelasi semn (cdci avand doud radacini reale si
distincte pentru valori cuprinse intre doua radacini, avem semn
contrar cu primul coeficient iar pentru cele care sunt in exterior

acelasi semn cu a, ), deci nu putem avea punct de extrem.

. ) 5
In cazul in care a;,-a;;a, =0, pentru a rezolva

problema existentei punctului de extrem trebuie sa fie cercetate
si derivatele de ordin superior. Acest caz se trateazd pe loc in
cazurile concrete.
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Observatii:

In literatura de specialitate se folosesc notatiile lui
Monge (pentru o mai usoara retinere) pentru derivatele partiale
de ordinul doi ale functiei f(x,y) si anume:

r=fly os=fos t=f"

y
Conditia suficientda pentru existenta (sau absenta)
punctului de extrem se scrie sub forma:

1) Dacd in punctul stationar P,= (x,,y,) avem s’ -r t<0,
atunci in acest punct avem un extrem local.
2) Dacd s’- r t >0 in punctul P, nu avem nici un extrem
local.
Cands*-rt=01nP,=(x,,y,) se cere discutie speciald
de precizare.
Fie f : DcR”" —- R o functie diferentiabild pe o
multime deschisa D < R".
P,=(a,,a,,....a")
Pentru a determina punctele stationare ale functiei f, se

rezolva sistemul format prin anularea derivatelor sale partiale
de ordinul intai.

14

S (XX, X 5,..0%, )=0
14

. (X%, X5,....x,)=0

’
S (XX, X500, )=0

Se pune problema conditiilor suficiente pentru existenta
(sau absenta) extremelor printre punctele stationare, adicd a
precizarii acelor conditii pe care trebuie sa le verifice in plus
aceste puncte.

Daca P,=(a,,a,,...,a,) este un punct stationar si daca

f are si derivate de ordinul doi continue intr-o vecinatate V , a
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punctului P, atunci folosind formula lui Taylor si tindnd cont
de continuitatea derivatelor in punctul P, si de faptul ca

derivatele partiale de ordinul intdi sunt nule in acest punct,
avem pentru variatia o in jurul lui P, expresia:

o=f(a,+h,,a, +h,,...,a, +h, )—f(a,,a,,...a, )=

(Z h, )f(a +6h,,...a, +6h )

__(Z h, ) f(al’az’ a0t e(a,a,,...,a,)

unde:
lim ¢ (,,a ,,...,a,)=0
h,,h,,...,h, —0.

Deci, pentru a decide apoi dacd punctul
P,=(a,,a,,...,a,) este un punct de extrem local, trebuie sa

studiem pentru h, suficient de mici, semnul expresiei:
n a @
O =Y h9) faa,,..a,)
i=1 Ox,;

care in variabilele h,(i=1,2,...n) este un polinom omogen de
gradul doi, sau o asa-numita forma patratica in variabilele h, .
De natura acestei forme depinde rezolvarea problemei
pe care o studiem si anume:
1) Daca forma patratica @ este definita atunci punctul
(a,,a,,...,a,) este punct de extrem local al functiei f si

anume este un punct de maxim dupd cum ®<0 sau ©>0.
2) Daca forma patratica @ este nedefinitd atunci punctul
stationar P ;)= (a,,a,,...,a, ) nu este punct de extrem.
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Observatie:

In algebra superioara o forma patratica

n

Z b,y Y. (b;=by)

i,k=1

in variabilele y,,y,,....,y, se numeste pozitiv (respectiv

negativ) definitd, daca ea ia valori pozitive (negative) pentru
toate valorile argumentelor, nenule simultan.

Exemplul 3.1.b. Fie f(x,y)= x>+ y*> + 3xy, (x,y) € R
Aflam punctele stationare. Pentru aceasta rezolvam sistemul:
fi'(x,y) =3x*+ 3y =0
f'(x,y) =3y*+3x=0

Obtinem solutiile (0,0) si (-1,-1). Calculdm acum derivatele
partiale de ordinul doi:

£2" (x,y) = 6x; "xy(X,y)=3; 'y? (X,y)=6y

De aici

£:2"(0,0) = 0; £ "x(0,0)=3; £,?(0,0)=0
si

£2"(-1,-1) = -6; f "xy(-1,-1) = 3; £ "y2(-1,-1) = -6.
Avem

£"2(0,0) £"y? (0,0) — [f "xy(0,0)]* =-9 <0,
deci (0,0) nu este punct de extrem.
Apoi
£"2 (-1,-Df "y (-1,-1) = [ "x(-1,-1)]* =36 -9 =27 >0,
deci (-1,-1) este punct de extrem.

Deoarece f"s* (-1,-1) = -6 < 0, rezultid ci (-1,-1) este punct de
maxim.
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Exemplul 3.1.c. Se cere ca, dintr-o cantitate de tabla
data sa se construiascad un vas fara capac, avand forma unui
paralelipiped drept. S& se determine dimensiunile vasului astfel
incat capacitatea lui sa fie maxima.

Fie x, y, z dimensiunile paralelipipedului (x, y -
dimensiunile bazei) si a’> unititi de arie de tabld pusi la
dispozitie.

Functia al carei maxim se cere este volumul V al
paralelipipedului. Avem V = xyz si a> = xy + 2xz + 2yz. Din a
doua egalitate obtinem:

. a2 —xy
2(x+y)
si deci
V(x )_xy(a _XJ/)
2(x+y)
V(5 p) = (@ —2xy 2P )
o 2(x+y)’

Vi, )_x *(@® =2xy—y?)
2x+y)’
Punctele stationare sunt solutiile sistemului:
y* (a®—2xy x?)=0
x* (a2 —2xy -y} =0
Solutia (0,0) nu ne intereseaza deoarece nu corespunde

din punct de vedere fizic problemei propuse. Mai obtinem
solu‘;ia'

J§’J§

) pe care o luam in considerare in continuare.
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Avem
2 2 2
" — a +
@@wzgi_%g
(x+y)

2 2 2
" xv(a® =2xy—x" —
Vo (y) = 202X )
(x+)

" —x*(a* +x’
Vz(x,y)=(—3)
g (x+y)

|28 a/\/g,a/\/g :L;
e ( ) 20
" a

ny (a/\/g,a/\/g):_—\/g,

V" (a/\3,a/3)=—2
; (a \/_a \/_) _2\/5
Asadar,
Vx';(a/ﬁ,a/ﬁ)Vy';(a/ﬁ,a/ﬁ)—[V;;(a/ﬁ,a/ﬁ)f:
aZ 2
R TR
Vu 2 - _ O <O
5B

adica volumul vasului este maxim daca:




Observatie:

Daca

f'x? (xo0,y0) f'y?* (X0, yo) — ['xy (X0, yo)]?=0 nu
putem afirma ca punctul (xo , yo ) este punct de extrem al
functiei f. In unele cazuri (xo , yo ) este punct de extrem, in alte
cazuri nu este. In aceastd situatie este indicat a se face un studiu
direct al semnului diferentei

f(x,y) — f (%0, yo).

Exemplul 3.1.d. Fie functia f definitd in orice punct
x,y) € R? prin relatia:
y p

f(xy)=x+y*
Avem
fx'(X,Y) = 2Xa fy‘(X,Y) = 4'y3

si fx' =0, fy' = 0 in punctul (0,0). Deci (0,0) este punct stationar
al functiei considerate.
Apoi

fx2"(x,y) =2, f"x(x,y) = 0;
2" (x,y) = 12y7,
£:2"(0,0) £2"(0,0) — [f "xy(0,0)]> = 0.

Deci nu putem afirma nimic despre punctul (0,0).
Sa observam insa ca f(0,0) = 0 si f(x,y) > 0, pentru (x,y)

# (0,0), adica f(x,y) — £(0,0) > 0 si deci (0,0) este un punct de
minim al functiei.
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Extreme conditionate

Definitia 3.4. Fie f (x) = f(x1,x2,..,Xn) 0 functie reala

definita pe o multime E — R" sifie Ac E.

Spunem ca functia f(x) are intr-un punct a € A un
extrem relativ la multimea A, daca restrictia functiei f(x) la
multimea A are in punctul a un extrem obisnuit.

A spune cd functia f(x) are In punctul a un maxim
(respectiv un minim) relativ la multimea A Tnseamna ca exista
o vecinatate V alui a, astfel incat sa avem

f(x) > f(a), respectiv f(x) < f(a)

pentru orice punct xe VN A.

Extremele functiei f(x) relative la o submultime AcE
se numesc extreme conditionate.

Mai departe, vom considera un sistem de k <n functii
reale Fi(x), Fa(x), ..., Fk (x) definite pe E, iar multimea A va
fi definita ca multime a solutiilor sistemului

F(x,.,x,)=0

F(x,...,x,)=0 (3.4)

Asadar,

A ={ x | xeE, Fi(x)=0, F2(x)=0, ..., Fa(x)=0 }. In acest
caz extremele functiei f(x) relative la mulfimea A se mai
numesc extreme conditionate de sistemul (3.4). A considera
restrictia functiei f(x1, X2, ..., Xn) la multimea A inseamna a
considera valorile functiei f numai pentru acele valori ale
argumentelor xi, X2, ..., Xa care verificd sistemul (3.4).
Aceasta se exprima spunand ca cele n variabile xi, X2, ...,Xn
sunt legate intre ele prin cele k relatii ale sistemului (3.4);
extremele conditionate ale functiei f(x) se mai numesc, de
aceea, extreme cu legaturi.
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Teorema urmatoare da conditii necesare de existentd a
punctelor de extrem conditionat.

Teorema 3.2. Fie a un punct care verifica sistemul

(3.4). Sa presupunem ca functia f(x) si functiile Fi(x),...,Fi(x)

au derivate partiale continue intr-o vecinatate V a lui a §i ca
. .| OF )

matricea functionala po are in punctul a rangul k (egal

Xj

cu numarul relatiilor sistemului (3.4)).
Daca a este punctul extrem al functiei f(x), conditionat

de sistemul (3.4), atunci exista k numere 1,12, ..., A, astfel
incat sa avem :

@, , H@ , FB@, @

&, &, &, &,

i@, , F@ , B@, @

&, &, &, &, (3.5)

@, , F@, , B@, o 6@

&n &n a:n n
Demonstratie:

. . . | OF; .
Deoarece matricea functionala {a—x’J are in punctul a
J
rangul k, existd un determinant functional de ordin k al acestei
matrice, diferit de zero in punctul a.
Pentru a face o alegere, sa presupunem ca
D(F,, P, Fy)

D(x,,x,,...,x;)

# 0, In punctul a.
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Sistemul (3.4) se poate rezolva in raport cu variabilele
X1, ..., Xk in jurul punctului a = (ai,..., ak, ak+1,..., an).

Intr-adevar, prin ipotezi avem Fi(a)=0, F2(a)=0, ...,
Fn(a)=0; functiile F1, ..., Fx au derivate partiale continue intr-o
vecinatate a lui a, iar iacobianul acestor functii in raport cu
variabilele xi,..., xx este diferit de zero in punctul a. Conform
teoremei relative la sistemele de functii implicite, existd o
vecinitate VK< A a punctului (a1, ..., ax) in spatiul R¥ si o
vecindtate V™ a punctului (ak+1,..., an) in spatiul R™¥ astfel
incat pentru orice punct (Xk+1,..., Xn )e V™ sistemul (3.4) si
aibd o solutie unici (x1, X2,..., xk) in V¥:

X, = 0 (X5 X,)

Xy = 0y (X yp5005X,) (3.6)

X = @ (XpipoesX,)
Avem
& = (a,5-,4,),
Ay = oAy 150es@y )o@ = QA 1500,4,)-

Functiile ¢,,9,,...,¢, au derivate partiale continue pe
multimea V¥,

Sa scriem ca (3.6) este o solutie a sistemului (3.4):
pentru orice punct (X, ,,...,x, )€ V™ avem:

F(@ (X 150+, P (K 15005%, )5 X 150005%,) =0

F (@ (X 15056, ) P (X 150005%, )5 X 150005%,) =0
(3.7)

FL(@ (3 500X )t (X 5o, )3 Xy g5, ) =0
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Diferentialele acestor functii sunt nule pe V™ in
particular in punctul (ak+1, ..., an):

%'dﬂﬂd@-h.ﬁ-%'d@ ﬂd% +...ﬂd)g =0

& - & & gy ax,
%dgqﬂd@+...+@ +—2dx, +.+—2dx =0

38 1% & & Ay @,
@dqq +@d@+ +—Ldg ﬂd% +.+—2dy =0
@q @(2 &Ck ackﬂ 7

in (3.8), do,,....dp, reprezinti diferentialele functiilor
@,,...,¢, calculate In punctul (a,,,,...,a,), iar dxk+1,...,dxa sunt

variabile independente; derivatele functiilor Fi,...,Fx sunt
calculate in punctul (ai,...,an). Sd consideram acum functia
compusa

(3.9) F(Xk+1,....Xn)=
el A (2 CTTI. ) RO, X C ARPSSS ) Jo A PR A B
definitd pentru (x,,,,..,x,) € V"*. Deoarece functia f(x1,...,Xn)
are n punctul a = (ai,...,an) un extrem, conditionat de sistemul
(3.4), functia F(xk+1,...,xn) are in punctul (ak+1,..., an) un extrem
obisnuit.
Intr-adevar,
& =P (Gsyo---)>-- G =P y50--6)

si dacd de exemplu, a este un punct de maxim conditionat
pentru f(x), avem:

S (x,%y,..x,) 2 f(a,,a,,....,a,)
pentru orice punct (x,X,,...,x,) care verificd sistemul (3.6),

dintr-o anumitd vecinatate a lui (4,,q,,...,a,). Atunci, pentru
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(X,,15eX,) €V"", ludnd valorile xi,...,xk date de sistemul
(3.6), punctul  (x,X,,...,%;,3 X, ,,,...,X, ) verificd sistemul (3.4)
asa cum rezultd din (3.7), iar inegalitatea precedenta se scrie,
tinand seama de (3.9),
F(x, . -ox,) 2 F(a,,,,...,a,),

deci (a,,,,...,a,) este punct de maxim pentru functia F.

In acest caz diferentiala acestei functii in punctul
(a,,,»----a,) este nula:

G10) 4r =Y 49+ P4 .+ L g+ L v DLy =0
8x1 ox, ox, X, Ox

n

Si aici, d@,....dp, sunt diferentialele functiilor
@y,....,¢, in punctul (a,,,...,a,), iar dx,,,,...,dx, sunt variabile
independente; derivatele functiei f sunt calculate Tn punctul
(a,...,a,).

Tinand seama de ecuatiile (3.8) si (3.10), pentru orice
sistem de numere 4,,...,4, avem egalitatea:

(3.11)
of & . OF,
(ﬁxl i j [6)62 " ,Z,; A Ox, jd(oz "
+(axA IZ/I kJ (ax, Z/I ox dekH + ...

(o B e

Vom alege numerele 4,,...,4, asa fel incat coeficientii

diferentialelor d¢,,d@,,...,dp, sa se anuleze:
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— —+..
Oox, Oox, X, Ox,
F
g + A, ok +2, oF, fot A, oF, =0
(*)4 Ox, ox, ox, ox,
2 + A, oK, +A, OF, ot A, oF, =0
ox, ox, ox, ox,

derivatele fiind calculate in punctul a = (a,,...,a,).
Acest lucru este posibil, deoarece determinantul
coeficientilor lui A,,...,4, din sistemul (*) este

D(F,,....F,)

D(x,,...,x,) ’
calculat in punctul (q,,...,a,), iar acesta este diferit de zero. Cu
aceste valori obtinute pentru A,,4,...,4,,egalitatea (3.11) se
scrie (derivatele functiilor f, Fi,...,Fx fiind calculate in
a=(a,...,a,)):

k k
(i+z;g aaE' dekﬂ +...+(i+z,1i?]dxn =0.

axk+1 i=1 X +1 Ox i=1

n

n

Pentru ca aceasta egalitate sd aiba loc pentru orice
valori ale variabilelor independente dxk+1,...,dxn este necesar si
suficient sa se anuleze coeficientii acestor variabile:

g, ' oF, +A, o, + A, oF, =0
axk+l axk+1 axk+l xk+1
(R ettt
F
o + A, o +/128F2+ +/1ka—"=0
ox, ox, X, Oox,




Egalitatile (*) st (**) formeaza sistemul (3.5) de
egalitati ce trebuia demonstrat.

Observatie: Orice punct a =(a,...,a,) care verifica

: : : OF,
sistemul (3.4) in care matricea functionala [a—’J are rangul k,

Xj

si care verifica si sistemul (3.5) pentru anumite valori A,,...,4,

se numeste punct stationar al functiei f(x), condifionat de
sistemul  (3.4); coeficientii  4,,4,,...,4, se numesc

multiplicatorii lui Lagrange. Valorile 4,,...,4, se schimba odata

cu punctul stationar a.
Teorema de mai sus se poate enunta astfel:

Orice punct de extrem conditionat este punct stationar
conditionat.

Afirmatia reciprocd nu este, in general, adevarata:
existd puncte stationare conditionate in care functia nu are
extreme conditionate.

Sa observam ca in sistemul (3.5) apar derivatele partiale
ale functiei

J )+ AF(xX) + LE (%) + ...+ 4 F (x)
definitd pentru x = (x,,x,,...,x,) € E.

Astfel, pentru o functie f(x) cu derivatele partiale
continue pe o mulfime deschisd Ec R", rezultd calea de urmat
pentru aflarea punctelor stationare conditionate de sistemul
(3.4) in care functiile Fi(x),...,Fk(x) au derivate partiale
continue pe E:

1) Se formeaza functia ajutatoare
d(x1,...,Xn,. .., A,..., Ak) = f(X) + MF1(X) + 2F2(x)+. ..+ AFr(X),

cu coeficientii A1, A2,..., Ak nedeterminati.
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2) Se formeaza sistemul de n+k ecuatii
OP(X,seees X, s Ayyees 4y) _0
ox,

0P (X X,y Ayyenis Ay) _ 0o

cu ntk necunoscute, Xi, X2, ..., Xn, Al, ..., Ak $1 se cauta
solutiile acestui sistem.

3) Daca xi, x2, ..., Xk, M, ..., Ak este o solutie a acestui
sistem, atunci punctul (xi, ..., Xn) este punct stationar
conditionat al functiei f(x).

Printre punctele stationare conditionate astfel obtinute
se afla si punctele de extrem conditionat ale functiei f(x).

Vom cauta acum conditii suficiente care sa ne permita
sd identificam, dintre punctele stationare, unele puncte de
extrem conditionat.

Fie a = (a1, ...,an) un punct stationar al functiei f(x)
conditionat de sistemul (3.4). Aceasta inseamnd pe de o parte
ca Fi(a) =0, ..., Fx(a) = 0, iar pe de altd parte ca existd k
numere Al,..., Ak astfel ca sa fie satisfacut sistemul (3.5).
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Vom presupune ca functia f(x) si functiile Fi(x),..., Fk(x)
au derivate partiale de ordinul doi, continue intr-o vecinatate a
punctului a.

Pentru a vedea dacad a este sau nu un punct de extrem
conditionat, va trebui sa studiem semnul diferentei

f(x) — f(a) = f(x1, ..., xn) — f(ai, ..., an)
pentru punctele x = (X1,...,Xn) care verificd sistemul (3.4), deci
pentru care Fi(x) = 0,...,Fn(x) = 0. Sa observam cd, pentru
asemenea puncte x, avem ®(x) = f(x) si deci

f(x) — f(a) = O(x) — D(a).

Asadar, studiul semnului diferentei f(x)—f(a), pentru
punctele x care verifica sistemul (3.4), se reduce la studiul
diferentei

D(x) — D(a)
pentru asemenea puncte x. Dar punctul a verificad sistemul
(3.5); aceasta inseamna ca a este punct stationar obisnuit pentru
functia @(x), deci derivatele sale partiale de ordinul inti se
anuleaza in a.

Pe de altd parte, functia ®(x) are derivate partiale de
ordinul doi continue Intr-o vecindtate a lui a, deci putem scrie
formula lui Taylor de ordinul doi'

)= 0@ =157y 4 Lot = Larg g

25 ,6x6 2
unde:
lim w(a) =0si ,0:\/(36l —a) +.+(x,—a,),
iar dx=x; —a;, 1=1,2,.

i

Daca diferentiem relatiile sistemului (3.4), obtinem k
relatii liniare in diferentialele dxi, ...,dxn
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%a’ ' +%dxn =0
ox, ox,
%d : +%dxn =0
ox, ox,
%d | +%dxn =0
ox, ox

derivatele partiale fiind calculate in punctul a.
Deoarece matricea acestui sistem liniar este matricea
) . | OF, .
functionala P care are rangul k, se pot exprima k
X
J
diferentiale in functie de celelalte n-k; introducand aceste k
diferentiale in formula lui Taylor de mai sus, obtinem in
membrul drept o formd patratica ZA[/d)cidxf. Dupa cum
aceastd forma patratica este definitd sau nu, diferenta ®(x) —
®(a) = f(x) — f(a) pastreaza in jurul lui a acelasi semn sau nu
pastreaza acelasi semn, adica a este sau nu este punct de extrem
conditionat. In cazul cand ZA,jdxidxj este definitd pozitiv,

avem un minim condifionat, iar cand este definitd negativ,
avem un maxim conditionat.

f: Dc R" -R; f(p)==f(x,,x,,....,x,);AcD

Definitia 3.5. Vom spune ca functia f are intr-un
punctp, €A un extrem relativ la submultimea A  daca
restrictia ei la aceasta mulfime are in punctul p, un extrem

obisnuit. Acele extreme ale functie [ care vor fi considerate
numai relativ la submulfimea AcCD se vor numi extreme
conditionate.

In cazul functiilor de trei variabile avem:
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f: Dc R’ >R, AcD
submultimea A este definitd ca multime a solutiilor sistemului
g(x,y,2)=0
a)
h(x,y,z)=0
Vom cauta extremele unei functii reale de trei variabile
care sunt legate intre ele de doua relatii de legaturd g=0,h=0.

Fie p,=(x,,¥0.2¢); Py €D;

{ g(x,,2)=0
h(x,y,z)=0

f, g, h au derivate partiale continue intr-o vecinatate V', .

p, verifica Presupunem cé functiile

Presupunem ca cel putin unul din determinantii
functionali ai functiilor g si h in raport cu doua din argumentele
lor este diferit de zero in punctul considerat .

Fie b) Dig.h) #0 in

D(x, y)
Sistemul a) conform teoremelor relative la sistemele de functii
implicite definite pe y si z intr-o vecinatate VCA ca functii de
x adica

o) y=/i(x), z=/,(x) cu fi(x0)=y,, [5(x)=2,

unde f, si f, sunt func{ii obfinute pe o vecinatate V_ si

Py=(xy,Y4-2¢)

derivabila in x, .
Putem considera functia F (tindnd cont de ¢) compusa:

d)  Fx)=f(x,y(x),z(x)) definita pentru xe V', .

Pentru ca F sa aiba un extrem local in x,, trebuie ca
dF
¢) (%) —0
dx
B fl(po)+ 1 (po)y(x,)+ f1(py)=0

Tinand cont de ¢)= din a) pentru V xe V|
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g g[x,y(x),2(x)]=0
h[x,y(x),z(x)]=0
Derivand g) in raport cu x in punctul x, avem:
mg.(py)+8&,(Pe)y'(xo) +g.(py)z'(x)) =0

Dh,(py)+ h; (Po)Y'(x0) +h.(py)z'(x,) =0
Relatiile f), h), 1) pentru a putea fi satisficute simultan in
privinta lui y'si z' va trebui ca:

fx'(po) fy'(po) fz’(po)
)| &) g,(p) g.(py)| =0
ho(po) h(p,) hi(py)

In concluzie, pentru ca punctul p,=(x,,,,z,) sa fie
un punct de extrem conditionat al functiei f(X,y,z) supus
relatiilor de legaturd g(x,y,z)=0, h(x,y,z)=0, trebuie sa verifice
ecuatiile din a) si relatia din j).

S-au stabilit deci numai conditiile necesare pentru ca
punctul p, sd fie un punct de extrem conditionat de a) al
functiei f Din punct de vedere practic rezultd ca eventualele
puncte de extrem conditionat se gasesc printre solutiile
sistemului format din ecuatiile:

D(f.8:h) _,
D(x,y,z)

k) g(x,y,2)=0

h(x,y,z)=0

Uneori chiar sub aceastd forma conditiile pot fi folosite
pentru gasirea extremelor conditionate ale unei functii f, daca
din timpul problemei se stie apriori cd in interiorul domeniului
considerat trebuie sa existe un punct in care functia sa-si atinga
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marginea superioard (respectiv inferioard) a valorilor sale sau
alte consideratii.

Metoda mutiplicatorilor lui Lagrange

Din teoria determinantilor se cunoaste proprietatea ca in
cazul unui determinant nul intre elementele coloanelor
(liniilor) sale exista o serie de relatii liniare, cu coeficienti care
nu sunt simultan nuli i care le putem scrie in cazul j) astfel :

fi(py)+mg.(py)+nh.(p,)=0,
D) S (py) +mg (py)+nh,(p,) =0,
fz,(po)‘*‘mg;(po)‘*'nh;(po) =0

Cu aceasta consideratie punctele stationare care sunt
eventuale puncte de extrem, vor fi functii ale sistemului
fl+mg. +nh. =0
f,+mg +nh, =0
m) fl+mg. +nhl =0
g=0
h=0

unde m §i n sunt parametrii numiti multiplicatorii lui Lagrange,
care se schimba odata cu punctul stationar considerat.

(m) este un sistem de cinci ecuatii cu cinci
necunoscute(X,y,z,m,n). Pentru simplificarea scrierii si retinerii
conditiilor de mai sus, de obicei se introduce functia auxiliara

n) ¢= f +mg+nh
cu ajutorul careia ecuatiile amintite mai sus apar ca obisnuitele
ecuatii necesare de extrem pentru functia auxiliara. Intr-adevar
ele se pot scrie atunci:

0) @' =0,0' =0,0. =0 sauinca

m) dd =0
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Metoda lui Lagrange conduce numai la conditii necesare
ca un punct sa fie un eventual punct de extrem al unei functii
date in anumite restrictii dinainte precizate .

Multimea R" finzestratd cu structura de spatiu liniar
normat, in care s-a introdus o distantd (metricd) cu ajutorul
normei este deci si un spatiu metric. Vom obisnui sa numim, in

cele ce urmeaza, multimea R" astfel organizatd spatiu
euclidian liniar normat £” cu n dimensiuni .

Exemplul 3.2. Sa se gdseascd extremele locale ale
functiei f:Dc R’ —R definita prin
(%,y,2)=Tx>+7(x-12+7(x+1)>+Ty>+7(y-2)+7(y+2)*+722+7(z-3)*+7(z+3)?

Avem fl=14x+14(x-1)+14(x+1)
S, =14y+14(y-2)+14(y+2)
£ =147+14(2-3)+14(2+3)

si deci sistemul
£.=0; 1,=0; =0
are singura solutie x=0, y=0, z=0
Deci, avem un singur punct stationar originea
2,=(0,0,0). Calculand derivatele partiale de ordinul doi

obtinem:

SR=fh=ri=82 s fl=fl=fl=0
Cercetand conditia de suficientd datd de natura formei
O = fx’; (po)hl2 + fy”2 (po)hzz + fzz (po)hsz +

2fx;: (p)hhy, +2f(poy)hhsy + 2fy’z, (po)hyhy =

=42(h} +h; + hi) care este evident pozitivad oricare ar fi hi, ha,

hs. Rezultd deci ca originea (0,0,0) este un punct de minim
local al functiei date.
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Exemplul 3.3. Se considerd un punct M(1,1,2) din Es
raportat la axele rectangulare Ox ,0y,0Oz .

Se cere sd se treacd un plan prin acest punct care
formeaza cu planele de coordonate un tetraedru de volum
minim. Care este ecuatia planului P ?

(3.12) Xy % +Z-1=0 ecuatia unui plan care determina pe
a c
axele de coordonate taieturile a,b,c
Z AC
M(1,1,2)
0) > Y
A B
X
Volumul tetraedrului OABC este :
abc
3.13 —
(3.13) 5
(3.14) MeP:>l+l+g—1=0
a b ¢

Deci necunoscutele problemei noastre sunt taieturile a,
b, c care trebuie determinate astfel incat functia:

3.15) f(a, b, c)=% sd admitd un minim.

Avem deci de determinat un punct de extrem al functiei
(3.15) in cazul in care variabilele ei verifica si relatia (3.14)
care este relatia de legatura g = 0.
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Formand functia auxiliara

3.16) b= f+mg—%+ m( +;+2_1)

se scrie usor sistemul

dd =0
g=0

care este echivalent cu:

@’ b—c—ﬂz—o
6 a
, _ac m _
b T T3 T
317) a6b Zm
@;:———2:0
6 ¢
:l+l+g—1:O
a b c

Inmultind prima ecuatie a sistemului (3.17) cu a, pe cea
dea doua cu b, pe cea dea treia cu ¢ si apoi adunidndu-le
obtinem:

L +bD + D —(a—bc——)+(a—bc——)+
+(a_bc_2_m) 3a_bc_m(l+l+%):
6 a b c
(— —+ ) 0

2
azﬁ -m (l + % + g) = 0 din combinatia primelor trei ecuatii
a C
din (3.17). Din a patra ecuatie din (3.17)

:>l+l+g=1. Deci %—m 0= m=abc/2

a b c
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bc abc 1
T =0
d =0 6 2 a
D=0 o ac _abc 1 _
o —0 6 20
¢ ab abc 1
= TE =0
6 2 ¢

1 1
be(—=——)=0
(6 2a)

1 1

S )=0
ae(s =5y

)
bE-2y=0
able =70

Obtinem a=3, b=3, c=6. Inlocuind aceste valori in

m=abc/2 gdsim m=27.
Deci pentru functia

f(a, b, c)=abc/6

in conditiile problemei puse avem un singur punct de extrem

pO =(39336)

Din contextul geometric al problemei reiese numai
decat ca (3,3,6) corespunde cazului de tetraedru cu volum
minim, Intrucat maximul volumului ar corespunde cazului
cand prin punctul M(1,1,2) s-ar considera plane paralele cu

planele de coordonate (deci pozitii la limita).

X y z

—+=+——1=0 ecuatia planului prin taieturi unde a=3; b=3;

a b ¢

c=6

. : X
Ecuatia planului cerut este deci: §+
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Exemplul 3.4. Fie functia f definiti pe R’ prin
egalitatea f(x,y) = xy. Sa se afle punctele de extrem ale functiei
f, conditionate de ecuatia x c y f==g%,

Consideram functia:

G(x,y)=xy+a(x2+y2-a2)

Punctele stationare si constanta o le determinam din

sistemul

a—G:y+2ooc:0
ox
a—G=x+2oqy=0
y

F(x,y)=x"+y’-a’=0
Deoarece sistemul y + 20x = 0, x+ 2ay = 0, admite si
solutii nebanale , determinantul

20 1
1 201 =0
adicd 40”-1=0. De aici obtinem 0(12% 30, = - %
Pentru o, = l gasim x | = 4 y = a
1 2 1 \/5’ 1 \/5
ix,= Ly =
2 \/E) 2 \/E-

1. a a
Pentru OLZ-E gasim x ;= —

E,Y 3‘\6
. a a
$1X4:'E’Y4:'E-

: .. 2, 2 2
Punctele stationare, conditionate de ecuatia x "+ y“=a”, sunt

(- =) (- =)
V27 2 22
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(4 a4y a _a,
V27200 2 A2
Calculdm diferentiala d” G in fiecare din aceste puncte

Pentru o, = %, avemd’ G =2dxdy +dx’+dy”.

Pe de altd parte, diferentiind ecuatia x°+ y”- a’= 0,
obtinem
xdx + ydy =0

) sau
f J_ f J_
dx —dy =0, adica dx =dy.
Decid> G=4dx>. Deoarece 4> 0, punctele

AR RN

functiei f, conditionate de ecuatia  x°+y°=a’.

care in punctele (— ) ne conduce la

) sunt puncte de minim ale

Pentru a, = -% , avem d’ G =2dxdy - dx”- dy’si in

punctele (— ) sau (- ), dx =-dy,adicid’

oA

G=-4dx’.

R

Rezulta ca ( ) sunt puncte de

MR LA RN

.o .. 2 2
minim ale functiei f conditionate de ecuatia x * + y =a’.
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Exemplul 3.5. Fie functia f definita pe orice
(x,y,z)e R’ prin egalitatea f (x,y,z) =Xy + yz + zx
Sa se gaseasca extremele functiei f conditionate de ecuatia
xyz =1, pentru x>0, y >0, z>0.
Consideram functia G(x,y,z)=f(x,y, z) taF(x,y, z)
Deoarece F(x,y,z)=xyz-1 avem
G(x,y,z)=xytyz+zx+ aXxyz-1)
De aici

G
=y+z+twyz

=X+z+oxz

o
G
oy
0
—=y+x+oxy
0z

Formam sistemul

y+x+ayz=0
x+z+oxz=0
y+x+axy=0
xyz-1=0

Solutia acestui sistem este x =1,y =1,z=1, o= -
2. Punctul (1,1,1) este punct stationar al functiei f conditionat
de ecuatia xyz = 1.

Pentru a vedea daca (1 , 1 , 1) este punct de extrem
conditionat , calculdm diferentiala ¢ G in punctul (1,1, 1).

Avem
oG

—=y+z-2 Z'E—X-I-Z—z)CZ'a—G— +x—2xy;
EYaEd olr oz 7 ”
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0°G _9°G _0°G _

0
o’ oyt oz’

2
0°G =1-2z;
ox0oy

2
oG =1-2x;
0yoz
0°G

=1-2

0z0x 4

0’G _9°G _9*G
ot ot ot
0’G _8°G _9°G _
oxdy oyoz  oOzox

Rezulta ca in punctul (1,1, 1)

In punctul (1,1, 1)

0

iar

d*G = —(dxdy + dydz + dzdx)
Pe de alta parte, diferentiind ecuatia xyz = 1 obtinem
yzdx + xzdy + xydz =0
iar in punctul (1,1, 1) avem
dx+dy+dz=0
De aici obtinem
dz=-dx —dy
Inlocuind dz in d°G rezulta
d*G=dx’* +dxdy + dy’
Aceastda forma patraticd este definitd pozitiv, deci
punctul (1, 1,1) este un punct de minim conditionat.
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Metoda celor mai mici patrate

Regresia este o metoda ce opereaza pe un esantion de
observatii cu scopul de a deduce si generaliza concluziile
asupra Intregii populatii statistice. Din acest motiv este necesar
sa distingem intre ,,adevarata ecuatie (dreaptd) de regresie” pe
de o parte:

vi=o+Puitei ; 1=1,2,.....n
(undea si B desemneaza parametrii ce specificd In mod unic
modelul relativ la intreaga populatie statisticd) si ecuatia
determinatd pe baza unui esantion oarecare, pe de alta parte:
vi=m-+puitei; 1=1,2,....n

unde m si p reprezintd estimatii ale parametrilor o, respectiv 3
iar n este volumul esantionului. Trebuie, de asemenca, sa
discriminam 1intre termenul oarecare &i semnificand abaterile
valorilor yi de la mediile conditionate si reziduurile estimate ale
modelului notate cu ei care reprezintd abaterile dintre valorile
observate si cele ajustate.

Estimatorii m si p ai parametrilor necunoscuti a si B pot fi
determinati din conditia sd minimizeze suma patratelor
reziduurilor ei = vi-m-pui , deci rezultd ca argumente ale
criteriului de minim:

n
arg minF(m,p) = arg minZ(vl. —m— pu,)’
i=1
cunoscut sub numele de criteriul celor mai mici patrate
ordinare. Formulata ca o problema de optimizare, determinarea
estimatiilor m si p face apel la conditiile necesare de ordinul
intai:

OF(m,p) _
om

OF (m, p) _ 0
op
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unde  F(m,p)= z (v, —m— pu,)’
i=1

Exemplul 3.6. Fie functia f(x) = axtb , x eR , pentru
care experimental s-au obtinut perechile de valori (xiyi) (1 =

1,n) si se doreste a se determina (a,b) asa incat pentru Yi= axi+

b( i= 1,n), suma patratelor abaterilor (Yi-yi), notata Z ( Yi-
i=1
yi)? sd fie minima . Asadar se obtine o functie de doua variabile

n 2 n
h(ab) =3 (¥, ~y,) — 2lax,+ b-y,)?
i=1 i=1
al carui punct de minim (ao,bo) trebuie obtinut .
Avem :

Vhab)=2a Y x>+ 263 x 23 xy,:
i=1 i=1 i=1
2azn:xi +2nb — 2Zn:yi)
i=1 i=1
H,(a,b) = ZZn:xizZZn:xi ;A :2ixi2 >0
i=1 i=1 i=1

n n n 2
2236,- 2n A, =4”in2 —4(2&}
i=1 i=1 i=1
Admitem cdn > 2 si cel pufin doua valori , x,,x; sunt
definite (x,#x;) rezultd A, >0. Adica H(a,b) este pozitiv
definita si deci h este strict convexa .

Atunci solutia Iui VA=0 este punct de minim global.
Rezolvam sistemul liniar (in necunoscutele a,b).

Ah=0& (Zn:xfja +(Zn:xijb = ixl.yi ;
i=1 i=1 i=1
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n n

le. a+nb:Zyi

i=l1 i=l1

n n n n
2
ZW:-ZX:- inzxiyi
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
Zy,- n fozyf
i=1 i=1

i=1

a,= ;b=

n 2 n n 2 n
in le in fo
i=1 i=1 i=1 i=1

n n

dx n dYx, n
i=1 i=1

Solutia sa unica (aobo) este punctul de minim cautat.

Daca asupra parametrilor a, b se impun conditii asa incat
(a,b) eM < R?si M este inchisd , se ajunge la o problema cu
restrictii pentru care extremul liber (dacd existd, cand intM = @)
nu mai este , in general , extremul cautat.

Analog se procedeaza daca functia este liniara in trei sau
mai multi parametri.

Se ajunge la un sistem de ecuatii de gradul unu cu
necunoscutele acesti parametrii.
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Capitolul IV

Ecuatii diferentiale
4.1. Ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale

Definitia 4.1. Se numeste ecuatie diferentiala ordinara
de ordinul unu o ecuatie de forma:

(41) F(t,x,)'c)z()

unde t este argumentul functiei necunoscute x = Xx(t) §i
. dx .
x=?(t) este derivata sa.

t

F este o functie reala definita pe un anumit domeniu al
spatiului R? .

Definitia 4.2. Se numeste solutie a ecuatiei
F(t,x,x)=0 pe intervalul I = (a, b) al axei reale, o functie

x:I— R continuu diferentiabila pe I §i care verifica ecuatia
F(t,x,x)=0 pel adica F(t,x(t),x(t))=0 Vtel

Observatii:

1) In anumite situatii, care pot fi precizate cu ajutorul teoremei
functiilor implicite, ecuatia F'(z,x,x)=0 se poate scrie sub
forma:

(4.2) x=f(t,x)
unde f: Q— R, Q fiind o multime deschisi din R?.
Forma (4.2) x = f(¢,x) se numeste forma normala.

2) Din punct de vedere geometric, o solutie a ecuatiei
F(t,x,x)=0 este o curba in planul xot, avand in fiecare

punct al sau tangentd care variaza continuu cu punctul. O
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asemenea curbda se numeste curbd integrald a ecuatiei
F(t,x,x)=0.

Definitia 4.3. Multimea  solutiilor  ecuatiilor
F(t,x,x) =0 se numeste solutie generala.

Definitia 4.4. Prin problema Cauchy asociata ecuatiei
F(t,x,x) =0 se intelege determinarea unei solutii x = x(t) a
ecuatiei F(t,x,x)=0 care sa verifice conditia initiala

(4.3) X(to) = Xo
unde to € I, xo € R sunt date si se numesc valori initiale.

Definitia 4.5. Prin solutie a sistemului diferential de
ordinul unu de forma
(4.4) X, =f (t,x,.x,) i=12 ..,n undet
e I fi,..., fn sunt functii date pe o multime deschisa a
spatiului R"!, se intelege un sistem de functii {xl(t),...,xn (t)}
continuu diferentiabile pe intervalul I — R si care verifica
ecuatiile %, = f, (t,x,,...,x,) pe acest interval adica

4.5)  x.(0)=f.t,x,(),.x,(t)) Yiel ; i=ln

x,(t,)=x; i=ln

unde to € I §i {xf;i = l,_n} este un element fixat al spatiului R".
Definitia 4.6.
Numim problema x,(t) = f,(t,x,(?),...,x, (1))

x;(t,)=x] Vit € Li=ln problema Cauchy asociata

sistemului diferential x,(t) = f.(t,x,(),...,x, (1)).
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Definitia 4.7. Se numeste ecuatie ordinara de ordin n o
ecuatie de forma

(4.6) F(t,x,%,...x")=0

unde F este o functie data.

Observatie:
Presupunand ca este posibild rezolvarea in raport cu derivata de
ordinul n se poate reduce ecuatia (4.6) la forma

@.7)  x" = f(t,x,%,.x"") numitd forma normala.

Definitia 4.8. Prin solutie a ecuatiei (4.7) pe intervalul
I c R se intelege o functie x de clasa C" pe I (adica continuu
diferentiabila pana la ordinul n inclusiv) care verifica ecuatia
(4.7) in orice punct t € L

Definitia 4.9. Prin problema Cauchy asociata ecuatiei
(4.7) se intelege determinarea unei solutii x = x(t) a ecuatiei
(4.7) care verifica conditiile:

x(t,))=x),x(t,) = xl",...,x(”"l)(to) =X,

o
n—1

unde to € I, x),x;,..x,_ suntfixate.

Definitia 4.10. O functie f este analitica daca in
vecindtatea oricarui punct al domeniului de definitie f admite o
dezvoltare tayloriand.

Teorema de existentd si unicitate pentru ecuatii
diferentiale de ordinul unu. Fie problema Cauchy

" {x: £(t,x)

x(t,))=x,
unde f este o functie reala definita in domeniul
A= {(t,x) eR? ; t—t0| <a, x—xo‘ <b }
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Presupunem verificate urmatoarele conditii:

i) functia f este continud pe A

ii) functia f este lipschitziana ca functie de x pe
multimea A, adica existd o constantd pozitiva L astfel incdt

0= £ < x| Y,y e

Atunci exista o solutie unica x = x(t) a problemei
Cauchy (*) definita pe intervalul |t—t0| < O wunde

5:inf(a,%j ; M=sup{|f(t,x) ; (t,x)eA}.

Teorema de existentd si unicitate pentru sisteme
diferentiale de ordinul 1. Consideram sistemul diferential
(*) x; = f,(t,x,....,x,) i=1,_n cu conditiile initiale
(**) x,(t,)=x, i=l,_n unde functiile fi sunt definite
pe un paralelipiped de forma:
A:{|t—t0|3a, }

X, —x?‘éb i=Ln
din spatiul n+1 dimensional R"*'.
Presupunem indeplinite urmatoarele conditii:

Jj) functiile fi, i =1,n sunt continue pe A.

Jj) functiile fi sunt lipschitziene in x = (x1, ..., Xn) pe A
adica exista L > 0 astfel incat

fi(l’xl reees Xy ) - fz (tayl "“’yn)

Atunci  exista o solutie unicax, =@,(t) i=ln a

SLmax{‘xj -V, lﬁjﬁn}inA

sistemului (*) cu conditia initiala (**), definita pe intervalul
b
I={t;|t-to| <0} §=inf| a,—
{1 | <o/ ( Mj

unde M=max{|fi (t, x1 ,..., Xn )| ;(t, X1, ,..., Xn ) €A}
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Teorema de existentd si unicitate pentru ecuatii
diferentiale de ordin superior. Sa consideram ecuatia
diferentiala de ordin n

(0) x\" = g(t,x,%,....x" ™) cu conditiile initiale
(00) x(t,)=x",x(t,)=x.,...,x" " (t,)=x", unde
(t,,x0,x, ..., X)) este fixat in R™', iar funcfia g verifica
urmatoarele doua conditii.
e) g este o functie continua pe multimea
A= {(t,xl,...xn)eR"+1 ; t—t0| <a,|x, —x?_l‘ <b; i=Ln }
ee)Exista L>0 astfel incat
|g(t,x1 s X,) — &L, V5 ¥, )| S L max{|xl. -y,
pentru tofi (t, X1 ,....xn ) $i (t, yi,...,yn ) in A.

Presupunem verificate conditiile (e) si (ee). Atunci

problema Cauchy (o) + (oo) admite solutia unica x = x(t)

;ISiSn}

definita pe intervalul [to -0, to + O], unde & :inf(a,%j

(6, X)X, ) €A

si M =sup{g(t, Xy seees X, ), X,

X

geeey

4.2. Integrale prime

4.2.1. Integrale prime ale sistemelor diferentiale autonome

Fie sistemul diferential autonom (1°) x= f(x)
x=(x;,...,x,), unde f:D— R" este o functie de clasa C' pe o
multime deschisa D a spatiului R".

Definitia 4.11. Functia scalara U(x) = U(xi,...,xn) de
clasa C' intr-o submultime deschisa DocD se numeste
integrala prima a sistemului (1°) daca nu este identic constanta
si U(¢ () =constant pentru orice traiectorie y=¢(t) a
sistemului (1°) care ramdne in D, (constanta depinde de
traiectorie).
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Teorema 4.1. Functia U de clasa C' in D, este
integrala prima a sistemului (1°) daca §i numai daca este
verificata egalitatea:

(grad U(x), f(x) ) =0 Y xeD,

Definitia 4.12. Vectorul a € R" se numeste punct critic
al sistemului (1°) daca f(a) = 0.

Definitia 4.13. U;, U, ... ,Uk de clasa C' se numesc
independente intr-o vecindatate a unui punct aeR" daca
matricea iacobiana

{—an(‘“)} i=1 ..k j=1 ..n
oxj

are rangul k (k <n).
Teorema 4.2. Intr-o vecindtate a unui punct acR"

care nu este critic pentru sistemul (1°), exista exact n - 1
integrale prime independente.

4.2.2. Integrale prime ale sistemelor diferentiale neautonome

Fie sistemul diferential autonom
(4.8) x=f(t,x)
unde f: Q c R*™! — R™ este continud, diferentiabild
in raport cu x € R" si avand derivata fx' continud pe multimea

deschisa Q.
Definitia 4.14. Functia T(t, x) : Q—>R este o
integrala prima a sistemului (4.8) pe o submultimeQ, €2,

daca T este de clasa C' pe Q. , nu este identic constantd si
T(t, ¢ (1) =constant, pentru orice traiectorie y = ¢ (1) a

sistemului (4.8) cu graficul in Q. , .
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Teorema 4.3. Functia T de clasa C' este integrald prima
a sistemului (1) x= f(t,x) daca si numai daca are loc egalitatea:

oT 2 oT
(4.9) E(t,x) + ;a(t,x)fi (t,x) =0; VY (t,x) € Qo

i

Observatie:
d_OT -OF &, O &of
dt ot “Tox; ot o ‘Tox

i

ox, _
unde a—’ este X, = f(¢,x,,..x,)
¢

Teorema 4.4. [n vecindtatea unui punct (to,a)€ Q2
sistemul (4.8) X=f(tx) admite exact n integrale prime
independente Ti ,...Tx. Oricare alta integrala prima T(t,x) se
reprezinta sub forma

(4.10.) T(tx) = F(Ti (tx),....,Ta (t,x))

unde F este o functie diferentiabild intr-o vecinatate a

punctului (Vi(to, a),...,Vn(to, 2)).

Observatie:
Cunoasterea a k integrale prime independente (k < n) permite
reducerea ordinului (numarului de functii necunoscute ale
sistemului (4.8) x= f(t,x)) cu k unitati.
In particular, cunoasterea a n integrale prime independente
echivaleaza cu rezolvarea sistemului.
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Capitolul V
5.1. Notiuni generale de stabilitate

Consideram sistemul diferential
x=f(t,x) (5.1)
unde f: QQ—>R" este o functie verificind urmatoarele
conditii:
1) f este continua in (t, X)
ii) f este local lipschtziana in x pe multimea
Q= {(t,x) eR"xXR"; x|| <a}

Din teoremele de existenta, unicitate si prelungibilitate
rezultd ca, pentru orice punct (to,Xo)€ (2, sistemul (5.1) cu
conditia initiald x(to) = Xo admite o solutie unicd x = x(t,to,Xo),
definita pe un interval maximal [to ,T).

Fie x = ¢(t) o solutie a sistemului (5.1) definita pe
semiaxa [to ,+ 0 ].

Definitia 5.1. Solutia ¢ se numeste stabila daca pentru

orice > 0, existao (&, t,) >0, astfel incdt x(t,to,x0 ) este
definita pe [to ,+ o] si are loc inegalitatea

||x(t, t,,x,)— go(t)” <g Vte [to,+ o] (5.2)
pentru toate punctele ||x0 " <a verificand conditia
x,—@(t)|<o(et,)

Definitia 5.2. Solutia ¢ se numeste asimptotic stabila
daca este stabila si daca exista p (to ) >0, astfel incat

lim|x(z.z, x,) ~ ()| = 0 (53)
<ut,)

de indata ce |x, —@(t,)
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Definitia 5.3. Solufia ¢ se numeste uniform stabila daca

pentru orice &>0, exista 6(¢) (se poate alege independent
de to), astfel incat x(t,to,xo) este definita pe [to ,+ o ] si are loc
inegalitatea ||x(t, t,x,)— go(t)” <&, Vt € [to,+ o) pentru toate

x, —o(t,)] < 6(e).

punctele|x, | < a verificand conditia

Definitia 5.4. Solutia ¢ se numeste uniform asimptotic

stabila daca este uniform stabila si exista p, >0, independent

x, —o(t,)

de to astfel incat < u, implica

122”)6(@ [, X,)— (o(t)H =0 uniform in raport cu to.

Observatie:
Printr-o operatie simpla facand substitutia:
y=X-¢ (5.4)
studiul stabilitatii unei solutii x=¢(t) a sistemului x = f(¢,x) se
poate reduce la studiul stabilitatii solutiei nule, x=0 (solutia
banald). Pentru aceasta vom presupune, in plus, fata de conditia
(1), ca functia f satisface si conditia:
fto)=0 Vt=xt, (5.5)
fapt care revine de altfel la a pretinde ca x = 0 sa fie solutie
pentru sistemul (5.1).
Definitia 5.1. pentru ¢ = 0 devine:

Definitia 5.5. Solutia banala (¢ = 0) se numeste
stabila daca pentru orice &>0, existao (¢, to) >0 astfel incat
X(t, to, Xo) este definita pe [to, +o) §i are loc inegalitatea
||x(t, t,,x,) <a

verificand conditia ||x0

<& Vte€[to,+x) pentru toate punctele
<o(e,t,)

xO
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Definitia 5.6. Solutia banala (¢ = 0) a sistemului (1)
se numeste asimptotic stabila daca este stabila si daca exista
u(ty) >0 astfel incat lirn”x(t,tu x,)

t—o0 ’

=0 pentru tofi  Xxo
verificand conditia ||xo || <u(t).

Observatie:
Stabilitatea este o proprietate a solutiei si nu a sistemului.

Exemplul 5.1. Se poate intdmpla ca un acelasi sistem sa
aiba simultan solutii stabile si instabile.

(A)  X+sinx=0 t > 0 (ecuatia pendulului)

Ecuatia (A) admite doua solutii stationare cu valori pe
intervalul [0, ©) sianume ¢ (t)=0 si @2(t)= 7.

Din punct de vedere fizic, ele corespund celor doua
pozitii de echilibru (stabil si instabil) ale pendulului.

Se aratd ca ¢, este solutia stabila, iar ¢2 instabila.

Definitia 5.7. Daca orice solutie a sistemului (5.1)
x=f(t,x) este definiti pe R* =[0,0) si converge la zero
pentru t— o atunci sistemul (5.1) se numeste global
asimptotic stabil.

5.2. Stabilitatea sistemelor liniare perturbate

Definitia 5.8. Fie sistemul diferential de forma:
Xx=Ax+F(t,x) ; t>0 (5.5)
unde A este o matrice constantd, iar F:R x R" — R"
este o functie continud pe cilindrul
Q:{ (t,x)eR" xR",
local lipschitziana in x si F(t,0) = 0.
Un astfel de sistem se numeste sistem liniar perturbat, iar F se
numeste perturbatie.

K<)
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Teorema Liapunov - Poincaré. Presupunem ca A este
matrice hurwitziana §i F verifica conditia

|F ()| < || v(t,x) € Q (5.6)
unde constanta L este suficient de mica.
Atunci solutia banala a sistemului (5.5) este asimptotic stabila.

Teorema lui Poincaré. Fie A matrice hurwitziana si F
verifica conditia

IF(x)|<elx|  V(tLx)eQ (5.7)
unde lim o(r) =0
-0  p

Atunci solutia banald a sistemului (5.5) este asimptotic stabila.

Aplicatie a teoremei lui Poincaré in studiul
stabilitatii solutiilor sistemelor diferentiale prin metoda
numita ,a primei aproximatii”. Consideram sistemul
autonom

dx, . =
—=F,(x,..x,,) 1=1,2n (5.8)
dt,
sau sub forma matriciala x = f(x) (5.9
Presupunand ca f(o) = 0 si matricea

o o o ]

&y @, ax,

oF, oF, OF

2 2. =% 5.10

f;c(o)zg =[x ay A, K=x,=..=x,=0 ( )

Yo

aF;/l aF;/l aF;H
Lay O, O,
este matrice Hurwitz.

Daca ipotezele de mai sus sunt indeplinite atunci solutia
nula a sistemului autonom (5.9) este asimptotic stabila.
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Deci, conform metodei studiul stabilitatii se reduce la

studiul semnului radacinilor ecuatiei caracteristice:
det[A- AI]=0
care are forma:
a A" +a A" +.+a, A+a,=0 m=2n (5.11)

Pentru ca migcarea neperturbata sa fie asimptotic stabila
este necesar si suficient ca toate radacinile reale ale ecuatiei (5.11)
sa fie negative si cele imaginare sa fie cu partea reald negativa.

5.3. Studiul stabilitatii folosind matricea Hurwitz

Sistemul

dx,
%:F}(z,xl,xz,...,xh) i=12,.2n (5.12)
t

poate fi scris sub forma
x=A(t)x
(5.13)
unde A(t) este o matrice patraticd n X n cu elemente
continuu pe [0, +o0).
Sa consideram cazul particular cand matricea A(t)
devine o matrice A cu elemente constante.

Definitia 5.9. O matrice A este o matrice Hurwitz daca
polinomul sau caracteristic are toate raddcinile cu parti reale
negative.

Pentru sistemul

x=A4-x (5.14)
dam in continuare fara demonstratie urmatoarele criterii de
stabilitate:

a) (Fie A(t)=A o matrice constantd) Solutiile sistemului (5.14)
sunt asimptotic stabile daca i numai daca matricea A este o
matrice Hurwitz. Dacd cel putin una din radacinile
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polinomului caracteristic al matricei A are partea reald
pozitiva, solutia nula a sistemului este instabila.

b) Daca A este o matrice Hurwitz, atunci sistemul (5.14) (cu
coeficienti constanti) este global asimptotic exponential
stabil.

Definitia 5.10. Solufia x =0 a sistemului x = f(x) se
numeste  global  asimptotic  exponential  stabil daca
existaa > 0,M >0, independenti de x. astfel incdt

(3, x| < M |x, | (5.15)
oricare ar fi t > o unde prin | .| se intelege norma matricei
solutiilor sistemului de ecuatii diferentiale.

Definitia 5.11. Data fiind o matrice A de dimensiune
n x n si de elementeia;};1 <i<ml < j<n, vom defini norma

sa si o vom nota cu || A || numarul

n
4] = max Sa,|
|

5.4. Functia Liapunov

Definitia 5.12. Functia reala V, definita pe
Q= {(t,x) e R" xR"; x||<a Soo}
se numegste pozitiv definitd daca exista o functie monoton

nedescrescdtoare i continud w:R* —R* astfel incat
w(0)=0;, w(r) >0pentrur # 0 si V(tx) >w (”x”) V(t,x)eQ.

Definitia 5.13. Vom spune ca V este negativ definita
daca -V este pozitiv definita.

Definitia 5.14. Functia V:Q—>R" se numeste functie
Liapunov asociata sistemului x = f(t,x) (sistem neautonom)

daca indeplineste urmatoarele conditii.
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Jj) V este continua impreuna cu derivatele sale de primul
ordin (in t §i x) pe domeniul (2.
Jj) V este pozitiv definite pe ) si V(t,o) =0 Vt=>0

Jip) aalt/(t,x) +(grad V(t,x), f(t,x))<0  V(t,x) € Q

Am notat cu (,) produsul scalar din spatiul R" si prin
grad V , gradientul functiei V ca functie de x, adica vectorul
oV ov
(_ ERRRE) _) .
ox,  Ox,

Teorema de stabilitate a lui Liapunov pentru
sisteme neautonome. Se considera sistemul diferential
x=f(t,x) unde f:Q—>R" este o functie verificand
urmadtoarele conditii:

i) f este continua in (t, x)
ii) f'este local lipschitziana in x pe multimea
Q= {(t,x) eR"xXR"; x” < a}
Daca exista o functie Liapunov V(tx) pentru acest
sistem, atunci solutia banala este stabila.
Presupunem 1n plus ca functia

w(t, x)= aa—lt/(t, x)+(grad V(t,x), f(t,x))
este negativ definita pe €2 si are loc inegalitatea
Vit,x)< ,u(||x ), V(t,x)eQ,unde u este o functie

continua §i pozitiva, care se anuleaza in origine. Atunci solutia
banald a sistemului x = f(¢,x) este asimptotic stabila.

Teorema 5.1. Daca 2= R* x R" i functia w din
conditia V(t,x) > w(”x”) V(t,x) € Q are proprietatea

lim w(r)=+ o

r—>0

(W:R* > R ;w(0)=0;w(r) >0 pentru r # 0; w monoton
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descrescatoare), atunci in ipotezele teoremei de stabilitate a lui
Liapunov pentru sisteme neautonome, solutia banala a
sistemului  x = f(t,x) este global asimptotic stabila.
Definitia 5.15. Functia V: D— R se numeste functia

Liapunov pe D asociatda sistemului diferential autonom
X = f(x) dacd indeplineste urmatoarele conditii:

e) VeC(D) si V(0)=0

ee) V(x)>0; Vx =0

eee) (grad V(x), f(x))<0, VxeD
Mai precizam ca: D=wxeR", |—< a < 4o };

X

f:D— R"; f local lipschitziana;
(,) este produsul scalar din R".

gradx V este vectorul 6—V,...,6—V
ox,  Ox,

Teorema de stabilitate a lui Liapunov pentru
sisteme autonome. Daca exista o functie Liapunov asociata
sistemului diferential autonom x = f(x) atunci solutia banala
a sistemului x = f(x) este stabila.

Daca in plus este verificata conditia

(grad V(x), f(x)) <0 Vx #0
atunci solufia nula este asimptotic stabila.
Daca lim V(x) =+ atunci solutia banala este global

x>

asimptotic stabila.

5.5. Stabilitatea in prima aproximatie

Definitia 5.16. Fie Uc R o multime deschisa (sau un
interval arbitrar) si f1:U— R o functie indefinit derivabila intr-un
punct ae U. Seria:
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(x— ) (x— a)"

Si@+ =2 fla)+ L@+ ...

se numegte seria T aylor cu centrul in a asoczatd functiei f1 .
Vom spune ca f1 este dezvoltabila in seria Taylor cu centrul in a,

(ay+..+——

daca 3 =r, >0 astfel incat seria Zu £"(a) este

n=>0 n'

convergenta si are suma egala cu fi (x), ( )x eU;|x-al<r

Teorema 5.2. Fie f>:DicR’— R, (xo,yo)=PocD1.
Presupunem ca f> admite derivate partiale pana la
ordinul n+1 inclusiv continue intr-o vecinatate Vp,,. In aceste

conditii are loc urmatoarea formula:

0

f2(x%,) :fz(xoayo)"‘ll!( a"'k&nyz(xoayo)"'

2 n
1 0 0 1 0 0 A
_ _ — — — — mn
+2!(h6x+k ) j fz(xmyo)"'---"'n!(hax*'kay) S (X, ¥0) +

n+l
+ ! hﬁ+kﬁ fr(xy +6h,y, +6k)
(n+DI ox oy

care am notat h = x - xo, k=y-y0, 0<6<1.
Fie sistemul diferential autonom
x=f(x), (5.16)
X = (X1,...,xn) unde f:D— R" este o functie de clasa
C”[0=(0,...0) € D] pe o multime deschisa D a spatiului R" .
Prin dezvoltarea Taylor a functiilor fi in jurul punctului
0=1(0,...,0) cu proprietatea ca fi (0) se obtine:

Xo= ) ay %, +4,(x50x,) (5.17)
Jj=1
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Sistemul primei aproximatii este sistemul liniar, de
n

forma X, =).a;-x, (5.18)
j=1

a carui stabilitate se analizeaza usor.

Legatura dintre stabilitatea solutiilor modelului (5.18)
numitd ‘"stabilitate 1n primd aproximatie" si stabilitatea
modelului neliniar (5.17) este data de teoremele care urmeaza.

Teorema 5.3. Stabilitatea asimptotica a sistemului
primei aproximatii implica stabilitatea asimptotica a modelului
neliniar de la care a provenit.

Teorema 5.4. [Instabilitatea  sistemului  primei
aproximatii implica instabilitatea sistemului neliniar de la care
a provenit.

Observatie:
Daca sistemul primei aproximatii are o stabilitate marginala, nu
se poate afirma nimic despre stabilitatea sau instabilitatea
sistemului neliniar.

Definitia 5.17. Daca polinomul caracteristic are, pe
langa radacini situate in semiplanul complex stang si radacini
situate pe axa imaginara sistemul se numeste marginal stabil
(semistabil).

5.6. Contributii la studiul stabilitatii unor sisteme dinamice
folosind integrale prime

Teoria stabilitatii are ca punct de plecare teza de
doctorat a matematicianului rus A.M. Liapunov elaborata in
anul 1882 si intitulatd ,,Problema generala a stabilitatii
miscarii”. Asa se explicd vasta bibliografie care poate fi
consultatd in prezent. In acest subcapitol dorim si aratim cum
pot fi construite functii Liapunov.
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Nu exista pand acum o metoda generala de constructie a
acestor functii Liapunov. Vom ardta in continuare cum pot fi
construite functii Liapunov folosind doud metode.

Prin X vom nota derivata lui x(t) in functie de t.

5.6.1. Studiul stabilit:itii unor sisteme dinamice folosind
prima metoda de determinare a functiei Liapunov

Aceasta metoda se foloseste la studiul sistemelor
neliniare cand metoda primei aproximatii nu raspunde problemei
puse. Metoda consta in a efectua urmatorii pasi:

a) se liniarizeaza sistemul

b) se gaseste o integrald primd pentru sistemul liniarizat.
Fie aceasta F (x1, x2, ..., xn)=C

¢) se ia ca functie Liapunov pentru sistemul liniarizat

Vi, ..., xn)=F (x1, ..., x0) = F (0, ..., 0)

d) se verificd daca V (xi, ... Xn) este functie Liapunov si
pentru sistemul neliniar

e) se aplicd teorema de stabilitate a lui Liapunov pentru
sisteme autonome

Exemplul 5.2. Sa se studieze stabilitatea sistemului:

X, =—4x, +x,x,
X, =X, — XX, (5.19)
X3 = XX,

Studiem stabilitatea sistemului (5.19) folosind metoda
primei aproximatii.
Calculam matricea A conform formulei (5.10).
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[ OF, OF, OF, |
0x, Ox, Ox,
oF, OF, OF,

A= axl axz ax3 X1 = X2 = X3 = 0

oF, oF, oF,
| Ox, Ox, Ox; |

Fi=-4x2 + x2 X3
Fo=x1-x1Xx3

F3=x1x2
oF, OF, OF
—1=0; —t=-4+x, ; —L=x,
Oox, 0x, 0X,
OF. OF. OF.
2=l-x,; —=0; —2=-x,
Ox, ox, Ox 4
OF' OF' OF
Ty By T
Ox, ox, Ox,4
0 -4+x; X,
A=|1-x, 0 -x,
X, X, 0

in punctul
X

=x,=x;,=0
0 -4
A=|1 0
0 0

Rezolvam ecuatia det [A - A1]=0
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0 -4 0] [A00][-4 -4 0
[A-Ar]=|1 0 O|-|0 A 0]|=[1 -4 0
0 00/ 1]0 0 A] |0 0 -2

-2 -4 0
det [A-A1]=)1 A 0|=-2+0+0-0-0-41=
0 0 -4

=2 —41=-A(A +4);
det[A-AI]=0 =
A +4H)=0 = A, =0
A, ==2i
Ay =20
Deoarece ecuatia det [A-A1] = 0 admite radicini cu
partea reald nuld nu putem spune nimic despre stabilitatea
sistemului (5.19).

Calculdm o integrald prima pentru sistemul primei
aproximatii x = A4x

X, =—4x,
X, =X (5.20)
X, =0

Inmultim prima ecuatie a sistemului (5.20) cu xi1, pe a
doua cu 4x2 si pe a treia cu Bxs si le adundam membru cu
membru.

Obtinem:

XX, +4x,x, + Bx;x =-4x,x, +4x,x, +0-Bx; =0 =
2 2
% +2x7 + Bx;

=C
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2 2
b Bx
Notim: G(x,,x,,X;) =71+ 2x7 +—2

G(x,,x,,x,) este o integrala primd pentru sistemul

(5.20). Verificam conditia ca o functie sa fie integrald prima
pentru un sistem diferential autonom, adica

(grad G(x1, x2, X3), f(x1, X2, X3)) =0
grad G(x,,x,,x;) = 6_G,8_G,8_G = (x1,4x2,Bx3)

Ox, Ox, Ox,

S(x1,x,5,x3) =(-4x,,x,,0)
(grad G(x,,x,,x;), f(x,,%,,%;))=—4x,x, +4x,x, +0=0
Deci G(x1, X2, X3) este integrald prima pentru sistemul (5.20).

Cautam functia Liapunov pentru sistemul (5.20) de
forma:
2 2

B
Vz(xl,xz,x3)=G(xx,x2,x3)—G(O,O,O)=x71+2x22 + ;3

Verificam conditiile pe care trebuie sa le indeplineasca
o functie Liapunov pentru un sistem diferential autonom.
e) V2eC!(D) fiind o functie elementari (polinomiali);
V2 (0) =0.
ee) Va(x)>0, Vx=0 fiind o suma de patrate (consider B>0)
eee) (grad Va(x), f(x)) < am verificat pentru G care este
egal cu V.
Luam functia Liapunov pentru sistemul (5.19) de forma
Vi(x1, x2, X3 ) = Va(x1, X2, X3).
Verificam dacd Vi este functie Liapunov pentru
sistemul diferential autonom (5.19).
e) Vie C!' (D) fiind o functie elementard Vi (o) = 0.
ee) Vi (x) >0 Vx#0 fiind o suma de patrate (consider
B>0).
eee) (grad Vi (x), F(x)) <0VxeA
grad Vi (x) = (x1, 4x2, Bx3).
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F(x) = (-4x2 + X2X3, XI - X1X3, X1 X2).
(gradVi(x),F(x))=x1(-4x2+x2x3)+4x2(x1-x1x3)+Bx3(x1x2)= =
“Axixetxixexst4xixe-4xixex3+ Bxixexs =
= x1x2x3 (1-4+B) = (-3+B) x1x2x3

Daca B=3 = (grad Vi(x), F(x) )=0

Conform teoremei lui Liapunov pentru sisteme
autonome = solutia banala a sistemului (5.19) este stabila.

Exemplul 5.3. Sa se studieze stabilitatea sistemului:

. 3 2

X=—y+x’+x

7 Y (5.21)
y=+x+y> +x7y

Studiem stabilitatea sistemului (5.21) folosind metoda
primei aproximatii.
Calculam matricea A conform formulei (5.10)
oF, oF,
ox oy
ox Oy
x=y=0

pentru

F=—y+x’+xy°

F,=+x+y> +x’y

3xP+yp? =142
PR Xy

- +1+2xy 3y’ +x°

pentru

x=y=0

6[71 2 2
—=3x"+

ox Y

oF
—L=—1+2xy

oy
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r

=+1+2
A{O -1} ox Y
+1 0 an :3y2 +x2
0y
Rezolvam ecuatia det [A - A1]=0
N
= det[A - A1]= =1 +1
1 -A

det[A- A1]=0 = A2+1=0 = A=+

Deoarece ecuatia det [A - A1] = 0 admite ridicini cu
partea reald nuld, nu putem spune nimic despre stabilitatea
sistemului (5.21).

Calculam o integrald prima pentru sistemul primei
aproximatii x = Ax

X=-
{ Y (5.22)
y=x

Inmultim prima ecuatie a sistemului (5.22) cu x si pe
cea de-a doua cu y si adundm membru cu membru. Avem
xx+yy=—xy+xy=0

2 2
Deci xx+yy=0 = X?+y7:C

2 2

< X Y
Notam H(x,y) = — +~—;
(oY) ==+
Verificam daca H(x,y) este integrala prima pentru
sistemul autonom (5.22).
(grad H(x,y).g(x.y)) =0
OH OH
grad H(Xay) =l = |= (xa y)
ox Oy
g(Xa}I) = (‘y: X)
(grad H(x,y), g(x,y)) =x(-y) +yx=0
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2 2
Deci H(x,y)= % + y? este integrala prima pentru

sistemul (5.22).
Cautam functia Liapunov pentru sistemul (5.22) de

forma
2 2

X
V,(x,y)=H(x,y)— H(0,0)= S y?

Verificam conditiile pe care trebuie sa le indeplineasca
functia Liapunov pentru un sistem autonom.
e) VseC! (D) fiind o functie elementard; Vi (o) = 0.
ee) Va(x)>0 Vx=#0 fiind o suma de patrate
eee) (grad Va(x), g(x,y))<0 am verificat pentru H care este
egal cu Va.

Ludm functia Liapunov pentru sistemul (5.21) de forma
2 2

X Yy

Vi(x,y) > + >

Verificam ca V3 este functie Liapunov pentru sistemul
diferential autonom (5.21).

e) Vie CY(D) fiind o functie elementard V3 (o) = 0.
ee) V3(x)>0 Vx#0 fiind o suma de patrate .
eee) (grad V3(x), F(x)) <0Vxe D <0

grad V3 (x) = (X,y)

F(x) = (-y + X’ +xy*, x +y’ +x%)

(grad V3 (x), F(x) ) = +x (-y + X’ =y )+y(x +y* + X’ y) =
—xy+xt Ay xy Y Al Y = x Ayt oy =
=(x*+y?)>0.

Deci cea de-a treia conditie nu este indeplinitd si nu
putem spune nimic despre stabilitate. Aplicam teorema privind
instabilitatea sistemelor diferentiale autonome pe care o
enuntam mai jos.
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dv, OV, o OV oy oV O
dt ox ot Oy ot Ox oy
=x-x+y-y=x(-y+x +xp)+y(x+y’ +x’y) =
=—xy+xt +x*y  +ap+yt +x7y’ =

=x* +2xzy2 +y4 =(x2 +)/2)2

av, i av,
—=(x"+y = — >0V (x, D.
7 (x> +y%) ” (x,y) €
2 2
4% P V=5l 20 ¥ (o y) <D

Deci solutia sistemului (5.21) este instabila.

Teorema privind instabilitatea sistemelor
diferentiale autonome. Daca pentru sistemul de ecuatii

Cif F.(¢,,.5,,) 1=12n se poate gasi o functie Ve astfel

d
incat 76 sa fie de semn determinat, iar Ve sa poata avea §i
t

dv

valori de acelasi semn cu 7€ atunci miscarea neperturbata
t

este nestabila.

Definitia 5.18. Daca Ve =Ve (&1, &2, ... & ), aceasta
functie se numeste de semn determinat intr-un domeniu din
spatiu 2n, daca are valori de acelasi semn §i nu se anuleaza
decdt in origine.

dy_o, & o, 3% aza;najFa a0
1 2

@ aaa e a @

o
o

5,

4

@J
@J
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5.6.2. Studiul stabilitiatii unor sisteme dinamice folosind a
doua metoda de determinare a functiei Liapunov

Aceasta metoda se foloseste in cazul in care putem afla
o integrald prima a sistemului dinamic. Fie aceasta F(xi, ..., Xn)
= C. Luam ca functie Liapunov pentru sistemul dinamic functia

V(x1, ..., Xn)=[F(x1, ..., Xn)]> sau

V(x1, ..., Xn) = [F(x1, ..., Xn) - F(0, ... 0)]*  dupd cum
ne convine in exemplul pe care vrem sa-1 studiem.

Verificam daca V(xi, ..., Xn) indeplineste conditiile din
definitia functiei Liapunov pentru sisteme autonome i apoi
aplicam teorema de stabilitate a lui Liapunov pentru sisteme
autonome.

Exemplul 5.4. Sa se studieze stabilitatea sistemului:
X, —bx, +kx, =0
. : (5.23)
X, +bx, +kx, =0
Facand substitutiile y1 = X1, y2 = X2, y3 = X, y4 = X,
obtinem:

Yi=Y;

Y2 =Y (5.24)
y; =by; —ky,

vy, =-by, —ky,

Inmultind prima ecuatie a lui (5.23) cu X, si pe cea de
a doua cu X, si adunandu-le obtinem:

X, x, —bx, X, + kx,x, + X,x, + bx,x, + kx,x, =0

(XX, +%,%) + (XX, +X,%,) =0 :%[xlxz +kxx,]=0=

%[Y3Y4 +kY1Yz]=0 deci y,y, +ky,y,= C este integrald
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prima pentru (5.24). Luam ca functie Liapunov V(y1,y2,y3,y4) =
=(y,y, +ky,y,)*. Ea verifici conditiile din definitia functiei

Liapunov (pentru sisteme autonome). Aplicand teorema de
stabilitate a lui Liapunov pentru sisteme autonome rezulta ca
sistemul (5.23) este stabil.

Exemplul 5.5. Sa se studieze stabilitatea sistemului:
{5&1 +cx, +w'x, =0

.. : (5.25)
X, +wx, =0

Facand substitutiile y1 = x1, y2 = X2, y3 = X,, y4 = X, obtinem

Yi=Y;

e (5.26)
Y3 ==Cy; =Wy,

Y4 =Wy,

Din [4] pagina 119 luam integrala prima
F(y1,y2,y3,y4) =ys + wy1=C
Pentru sistemul (5.26) ludm V(y1,y2,y3,y4) = (y4 + wy1)?
care verificd conditiile din definitia functiei Liapunov pentru
sisteme autonome. Folosind teorema de stabilitate a lui

Liapunov pentru sisteme autonome rezultd ca sistemul este
stabil.

Exemplul 5.6. Sa se studieze stabilitatea sistemului:
mx1 + cjc.1 + k(x1 - X, ) =0 (5.27)
mx, + cx, 4—/’(()62 —xl):0

Adunand membru cu membru ecuatiile sistemului
(5.27) obtinem:
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m(F + %)+ (i, +1,)=0 =

d m(X1+X2)+c(x1 +X2):C

a[m(x1 +)'cz)+c(x1 +x2)]=0:>

este o integrala prima. Facem substitutiile
VI=XI,Y2=X2,¥3= X,,y4= X,.
Sistemul (5.27) devine:

W=y

Vo=V,
. c k (5.28)
Vi=——ys—— W —»,)

m m

. c k
V===V, —— =)
m m

V(yLy2ysys) = [m(y3 +ysa) +c(yp +y2))* este functie
Liapunov pentru sistemul (5.28) deci verifica conditiile e — eee
din definitia functiei Liapunov pentru sisteme autonome.

Aplicand teorema de stabilitate a lui Liapunov pentru
sisteme autonome rezulta ca sistemul (5.27) este stabil.

Pentru a gasi cele doud metode ne-am bazat pe
imaginatie dar orice pas poate fi argumentat riguros matematic.
Aplicarea celor doud metode necesita stapanirea multor
cunostinte in domeniul stabilitatii, artificii de calcul, imaginatie
si este rodul studierii stabilitatii pe multe exemple concrete.

5.7. Studiul stabilitatii unor sisteme dinamice cu
aplicatii in economie

In aceast subcapitol sunt analizate patru modele
dinamice ale unor procese economice. Procesele economice
sunt descrise cu ajutorul sistemelor de ecuatii diferentiale si am
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considerat cd aceastd descriere este corectd intrucat ea apare
fecvent in literatura de specialitate iar modelele au nume
cunoscute. Studiul stabilitdfii unor sisteme de ecuatii
diferentiale constituie o preocupare a autorului in ultimii
cinsprezece ani. De fapt elementele de originalitate constau in
doud metode de construire a functiei Liapunov. Calculam
lagrangianul L, hamiltonianul H si densitatea de energie f
deoarece aceste functii pot fi folosite pentru construirea
functiei Liapunov.

Nu exista o metoda generalda de determinare a functiei
Liapunov si din acest motiv putem spune ca subcapitolul are si
elemente de originalitate. Daca gasim o functie care
indeplineste anumite conditii, care in literatura de specialitate
se numeste functie Liapunov si care de regula se noteaza cu V,
aplicim teoremele de stabilitate pentru sisteme diferentiale
autonome. Ca functie Liapunov se poate lua uneori densitatea
de energie si hamiltonianul. De asemenea ca functie Liapunov
se poate lua o integrala primd sau patratul acesteia. Exista
diverse metode de gasire a integralelor prime, una din ele fiind
aceea in care folosim lagrangianul sistemului.

Exemplul 5.7. Modelul de dinamicad urbana de tip
Lorenz este descris de sistemul de ecuatii diferentiale (5.29).

dx

7;1 =a,(a,x, —ax,)

dx

7; = ¢ (CyX) —C3X,) — X, X5 (5.29)
dx

7; =dxx, —d,x,
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Marimile economice ce apar sunt: x,-productia
sistemului urban, x,-numdrul de rezidenti, x,-pdmantul

inchiriat si a,,c;,d, sunt parametri pozitivi.

2+ 2 (—cc;—aa, +d,)+
A=ajasd, — ¢i¢yd, — aaseic; + ¢c,a0a,)
—a,a,c,c;d, =0 (5.29)

Pentru ca sistemul sa fie stabil trebuie ca partea reala a
radacinilor ecuatiei caracteristice sa fie negativa.

Exemplul 5.8. Modelul Kaldor-Kalecki descrie variatia
venitului national si a stocului de capital cu ajutorul functiei de
investitie I si a functiei de economisire "Istoria" venitului pe
perioada [— 2',0] este descrisd de argumentul de intarziere 7 si
functia@ . Admitem ipoteza lui Keynes conform careia functia
de economisire S este proportionala cu venitul Y adica
S(Z,K) = pY. De asemenea functia de investitie se presupune
liniara in diferenta dintre nivelul normal al stocului de capital

Py, si capitalul K si functie neliniard de diferenta dintre
venitul curent Y si nivelul normal al venitului.

Modelul Kaldor-Kalecki cu argument intarziat este
descris de sistemul diferential:

@ = —spY (1) rsK (0) + s/ (Y (1) — 1) + spu(1+ )
) t (5.30)
_1;(” =—(r+qK@0)+ f(Y(t—7)—u) + pu(l+ )

q
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si conditiile initiale:
Y(0)=$(0);0 €[-7.0}K(0) = K. K, € R,

Mairimile economice ce apar 1n sistemul diferential (5.30) sunt:
Y(t) - venitul (national);
K(t) - stocul de capital;
7 - argumentul de intarziere;
s - parametrul de ajustare care masoara reactia sistemului
fata de diferenta dintre investitie si economisire;
p - coeficientul marginal al economisirii in raport cu venitul;
u - nivelul normal al venitului;
q - coeficientul de depreciere al capitalului.

Aceste marimi trebuie sa indeplineasca conditiile:

720,5>0,p €(0,1),9 € (0,]) (5.31)
De asemenea f:R — R este o functie derivabila cu
proprietatile:

f(0)=0,/(0) =0, f"(0) =0
iar r este un coeficient strict pozitiv. Variabilele de stare ale
modelului sunt Y(t) si K(t) si sunt presupuse functii derivabile
si pozitive.

Pentru studiul sistemului (5.30) se utilizeaza etapele de
analiza ale sistemelor de ecuatii diferentiale cu argument
intarziat i anume:

1) analiza partii liniare a sistemului;

2) analiza radacinilor ecuatiei caracteristice si studiul
bifurcatiei Hopf,

3) studiul subspatiilor proprii generalizate asociate
sistemului in punctul de bifurcatie Hopf,
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4) studiul varietatii centrale in punctul de bifurcatie si a

ciclului limita;

5) studiul orbitelor sistemului folosind programe realizate

cu softul Maple 9.

Sisteme de ecuatii diferentiale cu argument Intarziat
analizate conform etapelor precizate si cu ajutorul softului
Maple 9 se gasesc in [23]. Caracterizarea bifurcatiei Hopf si
deci si a stabilitatii pentru modelul Kaldor-Kalecki se face
folosind teoria formelor normale. Efectudnd translatia
Y=y+uK —k+2u si luand pentru parametrii ce apar

q
valorile p=0,3; r=1; q=0,2; s=0,8; u=3; k=4,5 in [24] pentru
cinci functii de investitii date concret si pentru anumite valori
ale parametrilor ce apar la formele normale sunt prezentate
graficele venitului, capitalului si investitiei in raport cu timpul.

Exemplul 5.9. Fie K, capitalul la momentul t si L,
volumul fortei de munca (numir de persoane angajate). In acest
caz firma are cifra de afaceri y, datd de functia de productie
v, =F(K,,L,). Evolutia capitalului este functie de politica de
dezvoltare a firmei prin cota parte de venituri destinatd pentru

investitii, (1-J,) z,, unde 7, este profitul net realizat {n anul t.

Profitul poate fi alocat in intregime dezvoltarii sau numai
partial si anume partea ramasd dupad acoperirea dividentelor
catre actionarii firmei, intr-o cotd J,. Deducem ca o, 7, este
masa dividentelor si 1-0,)7, este volumul rdmas pentru

investitii. Tindnd cont de deprecierea capitalului cu coeficientul
M side veniturile obtinute din lichidarea activelor amortizate la

costul de revenire A, se obtine modelul matematic al dezvoltarii

unei firme. Ecuatia de baza a evolutiei capitalului este:
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dK (1)
dt
Fie y, ritmul de crestere al capitalului exprimat in procente.

=(1-8)7, —u,(1- 1)K, (5.32)

Deoarece 7, = y,y, rezulta:

% = 1 (=8)F(K, L) - 1,(1- 1)K, (533)

Presupunem cd variatia fortei de munca este:

dL(o)

Fa oK +a,l-a, (5.34)

iar firma este caracterizata de o functie de productie de forma
Cobb-Douglas

y, =AK"L’ (5.35)

Consideram situatia particulara « =2, =1. Notand
corespunzator, particularizind anumite constante §i cu
schimbarea de variabild K = x,,L = x, modelul de evolutie a

capitalului unei firme este descris de sistemul de ecuatii
diferentiale (5.36).

% = cx,”x, + bx,
% =x, +ax, -1
(5.36)

x, = x,(2),x, = x,(t)

Marimile economice ce apar sunt:
x,-capitalul firmei si x, -volumul fortei de munca.
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Rezolvand sistemul:
2 J—
{cx1 X, +bx, =0 (5.37)

x, +ax,-1=0

obtinem multimea punctelor de echilibru pe care o notim cu
(). Asadar () este multimea solutiilor sistemului (5.37).
Studiem stabilitatea sistemului (5.36) pe R> —Q.

Construim prelungirea Lagrange dupa metoda prof. dr.
Constantin  Udriste. Pentru aceasta introducem campul
vectorial care are doud componente

X, (x,,%,) = ex,"x, +bx, (5.38)
X,(x,x,)=x+ax, -1
unde
X =(X,X,) si x=(x,x,)
Sistemul (5.38) este un sistem autonom de forma
dx; —
—=X.(x;,x,) i=12. 5.39
dt l( 1 2) ( )
Functia f data de
1& Lo
f=EZXi (5.40)
i=1

reprezintd densitatea de energie asociata campului vectorial si
structurii euclidiene &;. Dinamica geometrica asociata

sistemului este descrisa prin sistemul diferential de ordinul al
doilea
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d*x. oX, 8X dx _
d 1, =16, 5.41
ar ax Z( ) (541)

care se dovedeste a fi o prelungire Euler-Lagrange. Cu alte
cuvinte lagrangianul

1 & dx, )
L=—) (—-X. 5.42
2;(& ) (5.42)
sau
1 6
Lzzz 2 Yx .—+f (5.42)
i=1 i=1

determind acest sistem de ordinul al doilea cu 2 grade de
libertate, ale carui traiectorii contin si solutiile sistemului
(5.38). Acest sistem descrie o migcare geodezica intr-un camp
giroscopic de  forte.  Pentru  precizare, termenul

ox, X, dx, . . of
Z — este forta giroscopica, iar termenul —
= 8x. dt ox,

1 1

reprezmta o fortd conservativa. Pentru a pune in evidenta ca
traiectoriile sunt geodezice construim Hamiltonianul asociat

1& dx
H=3 3 -1 (5.43)

si structura geometrica formata din metrica Riemanniana

=(H + /)5, (5.44)

1] 5

si din conexiunea neliniard
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i _ i i
N, =T, -F;, (5.45)
unde I, este conexiunea Riemanniand indusd de metrica g, .

Matricea antisimetrica de elemente F[.j

F=6"F,, (5.46)
oX. oX,.
=L —L (5.47)
S Ox,  0X,

Solutiile sistemului (5.41) (unde s-au facut calcule folosind
(5.38),(5.40) ) sunt geodezice orizontale pe varietatea

. - 2 i
Riemann-Jacobi-Lagrange (R \€Q,g,,N;) unde € este
mulfimea punctelor de echilibru, iar N j‘ reprezintd o conexiune
neliniara.

Teorema 5.5. Orice traiectorie neconstanta a
sistemului dinamic (5.41) care are energia totala H (constant)

este o geodezica orizontala reparametrizata a varietatii
Riemann-Jacobi-Lagrange.

(R*\Q,g, =(H + [)5,

ij2

N, =T} +F,i,j=12).

Pentru sistemul (8) calculam f, L si H.

f :%(cxlzx2 erxl)2 4—%(}61 + ax, —l)2

(5.48)
1 dx dx dx
=5[<7;)2 +(7;)2]— (cx,”x, +bx))—1 -

dx
X, +ax, —1) —=+
(% +ax, =) —
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+%(cx12x2 +bx,)’ +%(x1 +ax, — 1) (5.49)

d. d.
; [( ;l) +( ;2) ]-—(cxl x, +bx,)’ ——(xl +ax, —1)
(5.50)
Ludm ca functie Liapunov
_ 1o 2, 1 2
Vix,x,)= E(Cx1 X, +bx,) 4—§(xl +ax, —1) (5.51)

Verificam conditiile ce trebuie indeplinite de functia V
pentru ca sistemul sa fie stabil.
V>0

(gradV, F)

= (ex,"x, +bx,)* (2ex,x, +b) + (x, +ax, —1)*a (5.51"
Daca (2¢x,x, +b)<0,a <0 sistemul este stabil. Deci

sistemul este stabil daca produsul dintre capitalul firmei si

: g o —-b
volumul fortei de munca este mai mic sau egal cu S
C

Exemplul 5.10. Modelul simplu de tip Ramsey este
descris de ecuatia diferentiala (5.52).
d’z _ dz d d U’
2 q ( q - p) "
A’ dt dt dt U

(5.52)

Marimile economice ce apar sunt:
U - utilitatea consumului,
¢ - consumul,
z - raportul capital-munca,
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dz . .
e rata acumularii de capital,
t

p - rata fixata a discontului, p>0.
Folosim urmatoarele notatii:

dz
c=q(z)—— 5.53
q(z) 7 (5.53)
U':d—U,U'>O (5.54)
dt
d*U
U"= ,U"<0 5.55
o (5.55)

Pentru studiu inlocuim ecuatia diferentiala (5.52) cu
sistemul de ecuatii diferentiale (5.56).

>

da

dx d d. U’
72 1_q+ _q_ p) p
dt dt dt U
Sistemului neliniar (5.56) ii asociem sistemul liniar (5.57).
Pentru aceasta determindm o integrald prima. Pentru sistemul

neliniar (5.56) gasim functia Liapunov V data de relatia (5.58).

(5.56)

dx,
w
0 da (5.57)
2 e 2
' dt
2 2 2
i[_@i+xL]: —@i+i:constantsi

=
dt dt 2 2 dt 2

este o integrald prima.
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Ludm ca functie Liapunov

dg x ¥’
V(x,,x,)=— d" é +% (5.58)

Verificam conditiile ce trebuie indeplinite de functia V pentru

ca sistemul sa fie stabil. Daca ﬂ<0 atunci V>0.

dt
8V dq dg U
dv, =
(gradV. /) = ax1 a [ N a )U W=
dq U’
—— 5.59
xz(dt p)U" ( )

!

Daca este indeplinitd conditia x, (?— p)%so sistemul este
t

stabil.

dq
dt
Pentru ca sistemul sa fie stabil trebuie ca rata acumularii de
capital sa fie o functie de timp crescatoare.

Rezultate deosebite in ceea ce priveste stabilitatea
sistemelor dinamice cu aplicatii Tn economie si in special cu
aplicatii In turism au fost obtinute in urma activitatii de
cercetare realizate 1n perioada deruldrii contractului de
cercetare 3C/27.01.2014, proiect declarat castigitor in cadrul
Competitiei interne de granturi, sesiunea 2013/2014, organizata
de Universitatea din Craiova.

<0, U'>0, U"<0, p>0, deci x,<0.
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Capitolul VI
Spatii vectoriale
6.1. Definitia spatiului vectorial. Exemple. Proprietati

Definitia 6.1. Fie V o multime, V # 0. Pe mulfimea V
definim legea de compozitie interna ,,*” care indeplineste
urmatoarele proprietafi:

Gl) (x*y)*z=x*(y*z), Vx,y,zeV

G2) Jde, €V astfel incdt x*e, =e, *x=x,VxeV
G3) Vx eV,3x" astfel incdt x*x' =x' *x=e¢,
G4) x*y=y*x Vx,yeV

Perechea (V,*) se numeste grup comutativ.

Definitia 6.2. Fie K o multime, K#@. Pe multimea K

i3}

definim doua legi de comporzitie interna ,, A" si ,,v "~ care
indeplinesc urmatoarele proprietati:

Kl) (anpP)rd=arn(BArA),Va,p,AeK

K2) de, e K astfel incat a ne, =e, ha=a,VaeK
K3) Va e K,3a" astfel incit ana"=a"rna =e,

Ké) anp=pra,Va,fekK

K5) (avp)yvi=av(fvA),Va,p,AeK

K6) e, e K astfel incit ave, =e;va=a,VaekK
K7) VaeK,a#e,da" astfel incit ava"=a"va=e,
K8) av(frl)y=avfravi,

A va=pvaniva, Va,p,AeK

Tripletul (K, A,v) se numeste corp.
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Definitia 6.3. Fie K un corp. Se numeste spatiu
vectorial (peste corpul K) un grup abelian (V,*) pe care este
data o lege de compozitie externa cu operatori in K,

KxV >V, (a,x)>a®x,
care verifica axiomele:
SH (anp)®x=a®@xA[Qx,
S2) a®@(x*y)=a®x*a®y,
S3) a®(PAOx)=(av p)®x,
S4) e, ®x=x
oricarearfi a,f e K,x,y eV .
Elementele multimii V' se numesc vectori. Elementele multimii
K se numesc scalari. Legea de compozitie interna definita pe V
se numeste adunarea vectorilor. Prima lege definita pe K se
numeste adunarea scalarilor iar cea de a doua inmulfirea
scalarilor. Legea de compozitie externa se numeste inmulfirea
vectorilor cu un scalar.
Observatii:
1) (V.K, A,Vv) este spatiu vectorial peste corpul K.

2) Spatiului vectorial V peste corpul K i se mai spune V
K-spatiu vectorial.

3) Cand K=R se spune ca V este spatiu vectorial real.
Cand K=C se spune ca V este spatiu vectorial complex.

Exemplul 6.1. (R",R,+,") este spatiu vectorial.

R" = {(xl,xz,...,xn),xl. eR,i :L_n}
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Adunarea vectorilor se defineste astfel:

X*y=x, + Y, X, + Voo X, +1,), V (X, X5 5.0,X,),

y=0nYyseny,) €R
Inmultirea unui vector cu un scalar se defineste astfel:

ox = (ax,,ox,,...,0x,),Va € R,x =(x,,x,,...,x,) € R"

Exemplul 6.2. (C,R,+,-) este spatiu vectorial.

C= {Z,Z=a+ib,i2 :—l,a,beR}

Adunarea vectorilor se defineste astfel:

z,+z,=(a,+a,)+i(b, +b,),Vz, =a, +ib,,z, = a, +ib,

eC
Inmultirea unui vector cu un scalar se defineste astfel:

az=aa+iab,VaeR,z=a+ibeC

Exemplul 6.3. (M, (R),R,+,") este spatiu vectorial al

matricilor cu m linii si n coloane cu elemente di multimea
numerelor reale peste corpul numerelor reale.

Operatia de adunare a vectorilor este cunoscuta operatie de
adunare a matricilor iar legea de compozitie externd este
inmultirea unei matrici cu un numar real (se inmulteste fiecare
element cu acel numar real).

Exemplul 6.4. (R, [X ], R,+,") este spatiu vectorial al

polinoamelor cu coeficien{i reali, de grad cel mult n, in
nedeterminata X. Operatia de adunare a vectorilor este operatia
de adunare a polinoamelor iar legea de compozitie externa este
inmultirea cu numere reale a polinoamelor.
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Exemplul 6.5. ({0}, K, +,-) este spatiul vectorial nul, cu
operatia interna: 0+0=0 iar operatia externa:
VaeK=a-0=0

6.2. Subspatii vectoriale

Fie (V,K,+,") un spatiu vectorial s1 S o submultime nevida a lui
V.

Definitia 6.4. S se numeste subspatiu vectorial al lui
(V,K,+,") daca:

SVl Vx,yeS=>x+yeS§

SV2) VaeK,VxeS=a-xe§

Observatie:
Orice subspatiu S al lui V contine vectorul nul al
spatiului.

Propozitia 6.1. Fie (V,K,+,-) un spatiu vectorial si S o
submultime nevida in V. Atunci S este subspatiu vectorial in V
daca si numai daca:

Va,fe K,Vx,yeS=ax+pyeS

Propozitia 6.2. Fie (V,K,+,:) spatiu vectorial si
ScV,S# o @. Atunci S este subspatiu vectorial in V daca si

numai daca S are structura de spatiu vectorial fata de legile
induse.
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6.3. Sistem de generatori. Dependenta liniara. Baze
Fie (V,K,+,") un spatiu vectorial.

Definitia 6.5. Se numeste combinatie liniara a
vectorilor  v,v,,...v, €V cu scalarii «a,,a,,..,a, €K

expresia.:

n
aw, +a,y, Fota,y, =Y.y,
k=1

Exemplul 6.6. In spatiu vectorial (R’,R+,")
consideram vectorii: v, = (LL2);v, =(2,1,2);v; = (=LLI). Este

vectorul v = (3,4,2) o combinatie liniard a vectorilor v,,v,,v;?
Solutie

Presupunem ca existd scalarii «,,a,,a; astfel incat sd avem

v=a,v, +a,v, + a,v;,

3.42)=a,(1,,2) + a,(2,1,2) + a; (-LL1)

(B34.2)=(a, +2a, —a;,a, +a, +a;,2a, +2a, +a;)
Se ajunge la sistemul:

o +2a, —a; =3
o +a,+a; =4

20, +20, +o; =2
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cusolutia o, =-13,a, =1L a; =6.

Putem spune asadar ca vectorul v este o combinatie liniara a
vectorilor v,,v,,v;.

Definitia 6.6. Fie [ o multime nevida. O functie
f i1 >V se numeste familie de vectori in V. Daca f(i)=v,

atunci familia de vectori f se mai noteaza cu (v,),_,, iar I se
numegste multimea indicilor familiei.

Definitia 6.7. Spunem ca sistemul finit de vectori
{vl 3V seesV, } c V' este liniar independent daca

n
Z“ozivl.=0:oz1 =a,=..=a,=0

n
i=1

Definitia 6.8. O familie de vectori (v,),., se numeste

liniar independenta daca orice sistem finit de vectori ai
familiei este liniar independent.

Definitia 6.9. Spunem ca sistemul finit de vectori
{vl,vz,...,vn}CV este liniar dependent daca exista

a,,0,,....0, € K, nu toti nuli, astfel incat

n
Zaivi =0
i=1

Definitia 6.10. O familie de vectori (v,),., se numeste

liniar dependenta daca orice sistem finit de vectori ai familiei
este liniar dependent.
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Observatii:

a) Un sistem de vectori este liniar independent daca nu
este liniar dependent.

b) Orice vector nenul constituie un sistem liniar
independent.

¢) Orice sistem de vectori care contine vectorul nul este
liniar dependent.

Propozitia 6.3. Fie S =(v,),,, un sistem de vectori din
Vsi S, cS. Atunci

a) daca S, este liniar dependent atunci S este liniar
dependent,;

b) daca S este liniar independent atunci S, este liniar
independent;

Demonstratie.
a) Fie S =(),,cul, <l liniar dependent. Atunci
existd o multime finitd J </, si a, € K,k € J, nu toti

nuli, astfel incat Za ;v;=0. Cum [, <] atunci
jeJ
Jclsi Za_ ;v; =0, adica S este liniar dependent.

jeJ
b) Presupunem prin absurd, ca S, este liniar dependent.
Cum S, c S si conform a) avem S liniar dependent,

absurd. Prin urmare S, este liniar independent.
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Propozitia 6.4. Fie S =(v,),., un sistem de generatori

pentru V. Daca S este liniar independent atunci orice vector
v eV sedescompune in mod unic in functie de vectorii din S.

Demonstratie.
Deoarece S este un sistem de generatori pentru V, exista
J < I,] finita, astfel incat v = ZQJVj .
jeJ

Presupunem cad exista J, o multime finitd J, </ si

B, €K,k eJ astfel incat v= Zﬂkvk . Din cele doua

keJ,
descompuneri avem v=>)a v, = > B,
jeJ kGJl

Notam 4 =J N J, si obtinem:

Z(ai _ﬁi)vi + Z a; v, — Zﬂivi =0.

ied ieJ-A ieJ,—4
Cum S este liniar independent atunci:
a,=p,iceAd

a,=0,ieJ-4

B =0ieJ -4

Si deci descompunerea este unica.

Definitia 6.11. Se numeste baza a lui V orice familie
B =(e;),., devectori din V care indeplinesteconditiile:
a) B este liniar independenta
b) B este sistem de generatori pentru V.

Observatie:
Descompunerea unui vector intr-o baza este unica.
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Definitia 6.12. Fie B = {el,ez,...,en} o baza finita a lui

n
V. Scalarii «a,,a,,...,a, € K astfel incat v=2aiei se
i=1
al

a,

numesc coordonatele lui v in baza B, iar matricea se

a

n
numeste matricea coordonatelor vectorului v in baza B si se
noteaza vp.

Exemplul 6.7. in spatiul vectorial (R’ ,R,+,) sistemul
S, =le,,e,.e,} cu e, =(1,0,0),e, = (0,1,0),e, = (0,0,1)

o . 3
esteobazdalui R .

Exemplul 6.8. In spatiul vectorial (M mn (R), 1)

E =(e) ) Lk=il=]
=(e,) —,(e,)=
sistemul S, =< "’ “ f‘:llfn'” " 0,k #i,l# j|reste o

bazd pentru M, ,(R).

Definitia 6.13. Un spatiu vectorial (V,K,+,") se numeste
spatiu vectorial finit dimensional sau de tip finit daca are o
baza finita.
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Definitia 6.14. Fie (V,K,+,) un spatiu vectorial finit
dimensional. Se numeste dimensiunea spatiului vectorial §i se
noteaza prin dimV numarul de vectori ai unei baze.

Teorema  6.1. (Teorema  inlocuirii-Steinitz)

Fie B:{el,ez,...,en} o baza a lui V si F={f1,f2,...,fp} un

sistem liniar independent de vectori din V. Atunci:

1) p<n
2) dupa o eventuala renumerotare a vectorilor din B sistemul
{fl,fz,..., p,epﬂ,epﬂ,...,en} este o baza a lui V.

Consecinta 6.1. Toate bazele unui spatiu vectorial finit
V au acelasi numar de vectori.

Teorema 6.2. Vectorii
el = (all 4 a12 7""aln )""’en = (anl 4 anZ ""’ann )
din V formeaza o baza in V daca si numai daca determinantul
a,, . a

n

matricei T =| . ... . |estenenul.

a, .. a

nn

Demonstratie.  Necesitatea. Deoarece  sistemul
{e, ,€, ,...,en} este liniar independent avem:

ae +ae,+..+ae =0=>a =a,=...=a, =0,sau
Ta=0=a =a,=..=a,=0 unde a=(a,a,,..,a,).

Asadar dintr-un sistem omogen rezultda numai solufia banala.
Acest lucru este posibil in cazul in cazul in care det7 # 0.
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Suficienta. Pentru a arata ca sistemul celor n vectori este
sistem de generatori trebuie sd vedem daca pentru orice v eV
existd a,,a,,...,a, € K astfel incatv=qa,e, +a,e, +...+a,e,.

Din combinatia de mai sus rezultd sistemul de forma Ta =v
cu necunoscutele a,,a,,...,a,. Cum detT # 0 solutia se obtine

prin regula lui Cramer. De asemenea independenta sistemului
rezultd imediat din det7 # 0.

Observatie:
Daca det7 =0 sistemul de vectori nu formeaza o baza
alui V.

Definitia  6.15. Fie B={e.e,,..e,} i
Fz{fl,fz,...,fn} doua baze ale lui V, cu dimV =n. Se

numeste matrice de trecere de la baza B la baza F matricea
Ty €M, (K),

TBF :(tl/)l:Q unde fj = Ztljel ) J :1,_”
i=1

Jj=Ln

Propozitia  6.5. Fie Bz{el,ez,...,en} i
F:{f],fz,...,fn} doua baze ale lui V, cu dimV =n.

Tye =(t;),_ matricea de trecere de la baza B la baza F si
j=hn
veV.Daca vy, =(V,,v,50v,) $i Vv = (V) Vs0eny,) atunci

vy =Tppvp.

Demonstratie. Reprezentarea vectorului velV in
bazele B si F este data de relatiile:
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v=ve +v,e, +..+v e, sirespectiv

v:ylfi+y2f2+"‘+ynfn (613)

Inlocuind f = Ztijei, j= Ln in (6.1a) obtinem:
i=1

V= Zyj(zfyei) = Z(Zyjt,jei) = Z(Zfﬂjei)
7=l =1 j=t =l =l j=l
= Z(Ztijyj)ei .

=l j=1

Obtinemv = Z\zie[ sl v= Z (z t,¥,;)e; deci avem
i=1

=1 j=1

n -
v, = D .t,y,,i =1,n. Matriceal putem scrie,
j=1

Vl tll tlZ tln yl
t t ..t
v2 21 22 2n y2
= . " | care se mai scrie
v
n t, tn, . t, \Vn
Vg =Ty
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Lema 6.1. (Lema substitutiei) Fie B=(e;) _— o bazd
a spatiului vectorial (V,K,+,") cu dimV=n gi v un vector in V cu
vy =(a,,a,,...,a,) . Daca consideram sistemul de vectori
B'=(e,€,,...8, |,V,€,,,5...r€, ) ALUNCI:
1) B'este baza a lui (V,K,+,") daca si numai daca o, # 0,
unde i este ordinul lui v in baza B',
2) daca B' este noua bazd, atunci

! !

Xp = (X oo,

1

!
yeees X, ), Unde

X ;X
X, =X, =X
.

i ai

Nj#ij=Ln

cu Xy =(X;,..0,X;5...,X, ). In acest caz, a,se numeste pivot iar
’

Jormula de calcul pentru x; se numeste regula dreptunghiului.

Demonstratie. Pentru a arita cd B’ este bazd vom arita
mai intai liniar independenta. Pornim de la egalitatea

pe+..+pe+Bv+ e, +..+Pe, =0
Inlocuim pe v cu exprimarea sa in baza B si obtinem:

pBe +..+p e +pP(ae +..+ae)+f. e +..+
+ﬂnen = O

ceea ce implica

(B +Ba)e +..+ Bae +.+(B, + fa,)e, =0
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Din faptul ca B este baza, coeficientii vectorilor
(¢;)._;~ sunt nuli:

181 + :Biai =0

B+pa =0

B, =0 6.1
BatpBa, =0

ﬂn + ﬂia = 0

Relatiile date de (6.1.) formeaza un sistem liniar
omogen cu necunoscutele S, care are numai solutia banala

daca i numai daca o, #0.
Pentru a arita cd B' este sistem de generatori
consideram vectorul x € V' cu cooordonatele in baza B
! !
(x,...,x,). Se pune intrebarea daca existd (x,,..,x, )eK
astfel incat

! ! ! ! !

X=xe+..tx_ e +x,v+x, e, +.+x, e,

Din exprimarea vectorului v in baza B, deoarece «; # 0
putem sd-1 exprimdm pe e, astfel:

a a; | a; a
e,=——te —.——e +—v——le .. —""e

i i+1 n*

o, a. a. . a.

1 1 l 1
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Inlocuim pe e, exprimat mai sus In reprezentarea

vectorului x in baza B si obtinem

a a, X,
x=(x, ——tx)e +.4(x,, ——Fx)e, , +——v
a, o o

i i i

n

+(x X;)e,

.
i+1
il a xi)eiH +"'+('xn -

i i

Comparand expresia vectorului x in baza B si in baza B’

!
obtinem existenta scalarilor (x; ) —

' aj N
X, =X —;xi,‘v’] #i,j=1,n

Aceste expresii demonstreaza si punctul 2).
Se poate deduce o reguld practica, numita regula
pivotului de schimbare a bazei si este data de:
1) linia pivotului se imparte cu pivotul
2) coloana pivotului devine vector unitar de baza
(cu 1 pe locul i si in rest zerouri)
3) pentru orice alt element se aplica regula
dreptunghiului.

Exercitiul 6.1. Fie sistemul de vectori:
B, ={v, = (1,2,0),v, = (1,2,3),v, = (0,L1)} c R*. Sa se studieze
daca B1 este baza.
Solutie

a) Verificam daca Bi este sistem liniar independent.
a,v, +a,v, + a;v; =0 in cazul nostru devine
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(a,,20,,0) + (,,20,3c,) + (0,;,;) =0
(o, +a,,2a,+2a, +a;,3a, +a;) =0

o +a,=0

20, +2a,+a; =0

3c,+a, =0

Folosind metoda substitutiei rezultd usor o, =a,
deci sistemul este liniar independent.

b) Verificam daca Bi este sistem de generatori.
Vx = (x,,x,,%,) € R’ se poate scrie sub forma

av, +a,v, +a,v; =X
Se ajunge la sistemul

a, +a, =x
20, + 20, +a; = x,

3a, +a; = x,

1 10
A=[2 2 1|, detA=-3
0 3 1

=a,=0

(6.2)

(6.3)

Deoarece det 4 # 0 sistemul (6.3) este compatibil si are solutie
unicd. Aceastd solutie se obtine folosind regula lui Cramer.

Deci Vx € R’ aceasta se poate scrie sub forma (6.2). Deci Bi

este sistem de generatori.

Deoarece B1 este sistem liniar independent si sistem de

generatori rezulta ca B este baza.
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Capitolul VII
Aplicatii liniare
7.1. Definitia aplicatiei liniare. Proprietati
Definitia 7.1. Fie Vi si V> doua spatii vectoriale finit
dimensionale, peste acelasi corp K.
Functia L:V, =V, se numeste aplicatie liniara daca sunt
indeplinite conditiile:

Lx+y)=L(x)+L(y) Vx,y €V, (7.1)
L(ax) =al(x),Va e K,Vx eV, (7.2)

Exemplul 7.1. Aplicatia nula:
0:V, =>V,,0(x) =0 pentru orice x €V,
este o aplicatie liniara.

Exemplul 7.2. Aplicatia identica
1, :V, > V,, 1, (x) = x pentru orice x €V,
este o aplicatie liniara.

Exemplul 7.3. Aplicatia
L:R* >R,
Ll(an/) =(x+2y3x_ya3x+5y)av(x3y) ERz

este o aplicatie liniara.

123



Propozitia 7.1. Aplicatia L:V, =V, este liniara daca
§i numai daca este indeplinita conditia

L(ax+ py)=al(x)+ pL(y),Va,f e K,Vx,y €V, (7.3)

Demonstratie. Directa. Aplicam conditia (7.1) si apoi
conditia (7.2) din definitia (7.1)

L(ex + fy) = L(ow) + L(fy) = al(x) + BL(y)

Reciproca Dacad relatia (7.3) este adevarata, atunci
pentru « = f =1 obtinem conditia (7.1) iar pentru £ =0
obtinem conditia (7.2), adica aplicatia este liniara.

Observatie:
Multimea tuturor aplicatiilor liniare

{L V-V, |L este aplicapie liniarﬁ}

o notdm cu L(V,,V,) si are structurd de spatiu vectorial In
raport cu operatiile:

(L + Ly)(x) =Ly (x) + L, (x),Vx € V]
(aL))(x) =al,(x),Va e K,Vx eV,
In literatura de specialitate sunt cunoscute doud

subspatii  vectoriale importante asociate unei aplicatii
Leb(V,,V,) si anume:

ImL= {L(x)|x € V1} numit imaginea lui L si

KerL= {x € V1|L(x) = 0} numit nucleul lui L
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In literatura matematici ca de exemplu in [26] sunt

cunoscute urmatoarele proprietati:

Propozitia 7.2. Fie Lt (V,,V,). Are loc:

1)
2)
3)

4)
5

6)

7)

L0)=0
L(-x)=-L(x), Vx €V,

Daca U 'V, este subspatiu vectorial, atunci L(U) este
subspatiu vectorial al lui V.

L este injectiva daca si numai daca KerL= {0}

Daca S = {v, ,vz,...,vp} este un sistem liniar
independent in V| si L este injectiva atunci sistemul de
vectori imagine L(S) = {L(v1 ), L(vy),...s L(vp)}c V, este

un sistem de generatori.

Daca S = {vl,vz,...,vp} este un sistem de generatori in

V, si L este surjectiva atunci sistemul de vectori
imagine  L(S)={L(v,),L(v, ), L(v,)[C V, este  un

sistem de generatori.

Daca B = {vl,vz,...,vp} este o baza pentru V, si L este

bijectiva  atunci  sistemul de vectori imagine
L(B) = {L(v1 ), L(v,),..., L(vp)}c V, este baza pentru V2.
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Demonstratie.

1) Conditia (7.2) din definitia (7.1) este:
L(ox) = al(x)
Luand a =0, obtinem L(0x) =ox adica L(0)=0 c.c.t.d.

2) Luand a = -1, conditia (7.2) din definitia (7.1) devine:

L(-1x) =-1L(x)adica L(—x)=—-L(x)c.c.t.d.

3) Dacd U <V, este subspatiu vectorial atunci
oax+pyelU,Va,feK,Vx,yeU
Fie L(x)=x, € L(U)si L(y) =y, € L(U). Atunci:
ceea ce demonstreaza faptul ca L(U) este subspatiu vectorial.

4) Necesitatea. Presupunem L injectivd si x € KerlL.

Atunci L(x)=0 si L(0)=0 (din punctul (1) al acestei propozitii),
care din injectivitate conduce la x=0, adica KerLc {0} Cum
KerL este subspatiu vectorial avem {O} c KerLsi prin urmare
KerL= {O} .
Suficienta. Presupunem KerL= {0} si L(x)=L(y) pentru orice x
siy din V1. Atunci L(x)-L(y)=0, adica L(x-y)=0, ceea ce ne
spune cd x—z <€ KerL. De aici se obtine x=y, deci L este
injectiva.

5) Pornind de la egalitatea
aLv)+a,L(v,))+..+a,l(v,)=0
avem L(av, +a,v, +..+a,v,)=0
adicd a\v, +a,v, +...+a,v, € KerL

Cum L este injectivd, adica KerL= {0}, obtinem

av, +a,v, +..+a,v, =0 undea, =0,i=1,p , deoarece S

esteliniar independent in V1.
6) Cum S este sistem de generatori In Vi, atunci pentru

orice x €V, exista scalarii «; € K,i=1,p astfel incat
L(x)=y. Avem:
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Y=L =LE ) =Y a L)

De aici deducem ca orice vector y eV,se poate scrie ca o

combinatie liniard de vectori din L(S), adicd L(S) este un
sistem de generatori in V.
7) Pentru ca L(B) sa fie baza trebuie sa fie sistem liniar
independent si sistem de generatori. Daca la punctele
(5) s1 (6) 1n loc de L(S) luam L(B) rezulta demonstratia
de la punctul (7).

Definitia 7.2. Dimensiunea lui ImL se numeste rangul
lui L, iar dimensiunea lui KerL se numeste defectul lui L.

Teorema 7.1. (Teorema dimensiunii) Fie Le£(V1,V2)
cudimVi=ne N*. Atunci:

DimVi=dimKerL+dimImL

Demonstratia in [26].

7.2. Reprezentarea matriceala a unei aplicatii liniare

Fie Leb(Vi,V2) cu dimVi=n si dimV>=m. Fie
B= {el,ez,...,en }si F= {f1 s foseees fon }baze pentru Vi, respectiv
V2. Dacd x eV si y=L(x) dorim sd aflam ce legatura exista
intre componentele vectorului imagine y in baza F si

componentele vectorului x in baza B.
Avem urmatoarele descompuneri unice:

X=Xxe +x,e,+...+x,e, (7.4)
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y=LX)=y fi+n o+t y,. [ (7.5)

unde x,,x,,...,x, sunt coordonatele vectorului x in baza B, iar
VisVsse-sy,, sunt coordonatele vectorului imagine L(x) in baza

F.
Sistemul {L(e,),L(e,),...,L(e,) } din ImL este inclus in

V1 deci vectorii acestui sistem se pot scrie in mod unic ca i
combinatii liniare cu vectorii bazei F. Avem:

Le)=a, fi+a, [, +..+a,.f,
Liey)=a,fi+a,f,+..+a,,f,

(7.6)

Le)=a,f+a,f,+.+a, f.,
i=1Ln sunt coordonatele vectorului

unde «;,q,,....a

imagine L(e,) in raport cu baza F.
Folosind (7.4), (7.6) si faptul ca L este aplicatie liniara,
avem:

y:L(x)zL(Zn:xjej)zzn:ij(ej)
_Zx (Z%f) Z(Z% J (7'7)

=l j=1

Din (7.5) s1 (7.7) rezulta

Zal/ /,j=1,m
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Putem scrie

Y =0 X T ApX, Tt a,X,

Vo) =0y X T OpX, +...+Q,, X,

(7.8)
YV =C,.% + a,,X, +...+ a,.x,
Matriceal (7.8) se poate scrie
Y=AX (7.9)

unde Y este matricea coloand compusd din componentele
vectorului imagine L(x) in baza F, X este matricea coloana
compusa din componentele vectorului x in baza B, iar

o, a,, e Oy,
a5, a5, e O,

A= eM, , (K)
aml amZ amn

se numeste matricea asociatd aplicatiei liniare L in pereche de
baze B si F, notata [A] B -

Pentru determinarea matricei asociatd aplicatiei liniare
L in perechea de baze B,F se procedeaza astfel:

1) Se calculeazd imaginile vectorilor e,,i zl,_n din baza
B, prin aplicatia L.

2) Se calculeazd coordonatele vectorilor imagine
L(e,),i = 1, in baza F.
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3) Se construieste matricea asociatd aplicatiei liniare

astfel: coloana j, j =1,n va fi formatd cu coordonatele

vectorului L(ej) in baza F.
Definitia 7.3. Spunem ca doua spatii vectoriale Vi si V>

sunt izomorfe daca i numai daca exista o bijectie f:V, =>V,.

Propozitia 7.3. Daca Bsi B' sunt doud baze ale lui Vi, F
si F' doud baze ale lui V> , iar T este matricerea de trecere de
la baza B la B'si D matricerea de trecere de la baza F la F'
atunci: [L]B,F, = D[L]BFT

Demonstratie. Daci B'este bazi a lui Vi, iar F'este
baza a lui V2, atunci din (aaa5) deducem:

L(x)p = [L]B’F’ X (7.10)

Coordonatele vectorului x in baza B'se scriu in functie de
coordonatele vectorului x in baza B prin:

xy =T, (7.11)
De asemenea are loc:

L(x), = D"'L(x), (7.12)
Inlocuind (7.11) si (7.12) in (7.10) obtinem

L(x)p = D[L]pe T'x, (7.13)
Din (7.8) avem:

L)y = L], (7.14)
Comparand relatiile (7.13) si (7.14) deducem ceea ce trebuia
demonstrat.
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7.3. Valori si vectori proprii

Fie V un K spatiu vectorial cu dimV=n si LeL(V,V).
Notam cu A matricea patratica de ordinul n asociata aplicatiei
liniare L, A= [A] 5> unde B este bazd a lui V.

Definitia 7.4. Vectorul nenul v €V se numeste vector
propriu al matricei A (respectiv al aplicatiei liniare L) daca
exista A € K astfel incat

Av = Av (respectiv L(v) = Av) (7.15)

Cu notatiile de mai sus scalarul 4 se numeste valoare proprie a
matricei A (respectiv a aplicatiei liniare L) corespunzatoare
vectorului propriu v.

Propozitia 7.4. Orice vector propriu corespunde unei
singure valori proprii.

Demonstratie. Folosim metoda reducerii la absurd.
Presupunem ca vectorul nenul v € V' i corespund doua valori

distincte A,;si A, € Kastfel incat L(v)=A4yv si L(v)=A4,v.
Din A v=A4,v obtinem (4, —A4,)v=0. Cum v=0= 4 =4,.
Asadar presupunerea facuta este falsa. Deci valoarea proprie
este unica.

Propozitia 7.5. O valoare proprie nu determina in mod
unic un vector propriu.

Demonstratie. Daca 1 € K si L(v) = Av, atunci
L(av)=alL(v)=alv=A(av),Va e K
Deducem ca si av este vector propriu pentru A .
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Propozitia 7.6. Daca Let(V,V) si A, A,,...A, € K

sunt valori proprii distincte atunci vectorii  proprii
corespunzatori acestor valori proprii sunt liniar independenti.
Demonstratia se poate gasi in [26].

Definitia 7.5. Ecuatia

a,—A a, —ay,
as ay — A rp
|A-21,|= =0
a, a, .. a,—A

se numeste ecuatia caracteristica a matricei A.

Propozitia 7.7. Polinomul caracteristic este invariant
la schimbarea de baza.

Demonstratie. Fie B, B’ doui baze in V, T matricea de

trecere de la baza B la baza B', A=[L],, si A'=[L],.
Atunci:

P'(A)=det(4d'— Al )=det(T " AT — AT 'I.T)

=detT ' (4— Al )T =det(A— AI,) = P(A)
Definitia 7.6. Multimea

S(A) = eV|Lv) = v}

se numeste subspatiu propriu asociat valorii proprii A .
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Definitia 7.7. Aplicatia L eL(V,V) se numeste
diagonalizabila daca exista B o baza in V astfel incat [L]BB
este matrice diagonala.

7.4. Forme liniare. Forme patratice
Fie Vi 1 V2 doua spatii vectoriale.

Definitia 7.8. O functie f:V,xV, > K se numeste
functionala biliniard, daca sunt indeplinite conditiile:
1) feste liniara in raport cu primul argument, adica:

Sex, + By, y) = of (x,,¥) + B (x,,)
pentru orice x,,Xx, €V,,y €V, siorice a,f € K
2) feste liniara in raport cu al doilea argument, adica:

Sap +By,)=of (x,3)+ B (x,5,)

pentru orice x€V,,y,,y, €V, siorice a,f € K

Exemplul 7.1.
f:R*xR> > R, f(x,y) =4x,y, +3x,y, este o functionala

biliniara, unde x = (x,,x,),y = (1, V,).

In adevar, pentru orice

a,feRx=(x,x,),x"=(x, ,x, ),y =(»,,) € R?
avem:

Flax+ e, y) = A(ax, + fix, )y, + 3, + fix, )y,

= a(4x2y1 +3x1y2) +ﬂ(4x2 i +3x yz)
=af (x,y)+ Bf(x',y) ceea ce arata ca f este liniara in raport cu
primul argument.

In adevar, pentru orice
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a,feRx=(x,x),y =,y )y=0,r,) €R’
avem:

F(ray+ By') = 4x, (ay, + By, ) +3%,(ay, + By, )

— a(4x,y, +3x,,) + BlAx,y, 435, )
—af (5, 3)+ B (%, 5)

ceea ce arata ca f este liniard in raport cu al doilea argument.

Definitia 7.9. Functionala biliniara f € B(V,V) se

numeste:
1) simetrica daca are loc relatia:

S y)=f(,x),V(x,y) eV xV
2) antisimetrica daca are loc relatia:

S »)==f(y,x),V(x,y) eV xV

In cele ce urmeaza vom considera R-spatiul vectorial V cu
dimV=n.

Definitia 7.10. Fie o functionala biliniara simetrica
f:VxV —>R. Aplicatia H:V — R,H(x)= f(x,x) pentru
orice xeV se numeste functionala patratica definita pe R-
spatiul vectorial V.

Teorema 7.2. (0] functionala patratica
H(x)= f(x,x), f:VxV —> R se poate reprezenta matriceal:

H(x)= f(x,x) = xAx" unde xX=(X,,X,y,...,x,) €V 5i A =(a;)

este o matrice patratica de ordinul n simetrica cu
a, = f(e;,e;)= f(e;,e,) reprezentdnd valorile formei patratice

pe multimea vectorilor unei baze B = {ei },i =1,n din V.
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Demonstratie. Consideram B = {el,ez,...,en} o bazd a

spatiului vectorial V si x € V. Vectorul x se poate scrie Tn mod
unic 1n raport cu baza B:

xX=xe +x,e, +..+x,e,

Atunci, functionala patratica H(x) se scrie:

n n

HE) = 0= f(YxenYoxe) =23 fene,)xx,

i=1 j=1

Dacéd notdm f(e;,e;) = a, € R pentru orice i,;j= 1,n atunci
functionala patratica se poate scrie matriceal sub forma:
H(x)= f(x,x)=xA4x" (7.16)

Observatii:

Matricea A din (7.16) se numeste matricea asociatd
functionalei patratice.
Forma generald a lui H se poate scrie:

H(x)= f(x,x)= allxl2 +2a,X,X, +2a,;x,x; + ...+

2 2
+2a,,%,X, +ayXx; +20,3X,X; +...+2a,,X,%, +...+a,x

nn-"n

Exemplul 7.2.
H:R’ — R,H(x)=3x]+5x; +2x; +6x,x, +7x,x,

Matricea functionalei patratice H corespunzatoare bazei
canonice din R? este:
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3 30

H=35Z

2

0o L2
2

Definitia 7.11. Functionala patratica H este sub forma
canonica daca

H(y) =2y + 25+ A, 1

Matricea asociata acestei forme canonice este o matrice
diagonala si are forma:

o o >
o > o
S o o

0O 0 0 .. 4

n

Definitia 7.12. Functionala patratica H € B(V,V) se
numeste:

1) pozitiv definita daca:
H(x))0,vx e V - {0}
2) negativ definita daca:
H(x)0,vx eV —{0}

3) semipozitiv definita daca:
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H(x)>0,VxeV
4) seminegativ definita daca:

H(x)<0,VxeV
5) nedefinita daca:

dx,yeV,x # y astfel incat H(x))0 si H(y)0

Observatie:
Daca H este de forma canonica, atunci natura ei poate fi usor
stabilita, dupa cum urmeaza:

1) H este pozitiv definita daca
a;)0,Vi = I,_n

2) 2) H este negativ definita daca
a,(0,Vi= I,_n

3) H este semipozitiv definitd daca
a;, 20,Vi= I,_n

4) 4) H este seminegativ definitd daca
a, <0,Yi=1n

5) H este nedefinita daca
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3i',i" €{1,2,...,n} astfel incat @, )0,a,.(0

Metoda Jacobi este o metodd ce constd in aducerea
functionalei patratice cu matricea A la o noua forma patratica
care are matricea B diagonala.

Teorema 7.3. Fie o functionala patratica H :V — R,
B= {el,ez,...,en} obazaalui Vsi A=(a;)e M, (R) matricea
lui H corespunzatoare bazei B. Daca toti minorii principali ai
matricei A=(aij):

n

a a

nl nn
sunt nenuli, atunci exista baza F = {fl,fz,...,fn}a lui V astfel
incat
A A A
H((x)=="yp2+ Ly 4 4+ 2Ly?
(x) NN A

unde [x] = (v, .3,)

Teorema se poate demonstra folosind metoda inductiei
matematice.

Corolarul 7.1.
1) Functionala patratica este pozitiv definitd daca si numai

daca A;)0,Vj= I,_n Daca exista A, =0,Vi =l,_n , atunci

functionala patratica este semipozitiv definita.
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2) Functionala patratica este negativ definitd daca si numai
dacd (-1)'A,)0,Vi=Ln. Dacd existi A, =0,Vj=Ln,

atunci functionala patratica este seminegativ definita.

A, s .
3) Daca rapoartele —— au semne diferite atunci
Jj+l

functionala patratica este nedefinita.

Teorema 7.4. (Teorema lui Sylvestre) Numarul
coeficientilor strict pozitivi, respectiv numarul coeficientilor
strict negativi din forma canonica a unei functionale este
invariant la schimbarea bazei.

Exercitiul 7.1. Fie L: R’ — R’ o aplicatie liniara dati
prin:
L(x,y,z2)=(2y+z,3x+z,x+2y)
a) Determinati KerL, ImL si dimensiunile lor.
b) Calculati [L] 5.5, unde Bc este baza canonica din R’

¢) Determinati valorile proprii ale aplicatiei liniare L.
Solutie

a) Determinam Ker L

2y+z=0
3x+z=0
x+2y=0

Folosind metoda substitutiei gasim usor x=y=z=0. Asadar
solutia este (0,0,0) si deci KerL= {O} cu dimensiunea 0. Din

teorema dimensiunii (dimV=dimKer+dimImL=3) rezultd ca
dimImL=3 deci ImL=R>.

139



b) Vectorii din baza canonica, prin aplicatia L, au
urmatoarele imagini:

B, =1{e, = (1,0,0),e, = (0,1,0),e, = (0,0,1)}
L(1,0,0)=(0,3,1)
L(0,1,0)=(2,0,2)
L(0,0,1)=(1,1,0)

Vectorii imagine (0,3,1), (2,0,2) si (1,1,0) au urmatoarele
exprimari in raport cu baza canonica:

(0,3,1) = 0e, +3e, +1e,
(2,0,2) =2e¢, +0e, +2e,
(1,1,0) =1e, +1e, + Oe,

De aici avem

[L ]BCBC =

— N O

3
0
1

S N =

¢) Determinarea valorilor proprii revine la a rezolva
ecuatia caracteristica:

det(4—-Al,)=0
Pentru acest exercitiu aceastd ecuatie caracteristica se scrie
astfel:

-1 3 1
2 -4 2|=0sau—-A+91+8=0
| -
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(A+1)(=2>+A+8)=0. Solutiile sunt 4, =—1,
1

_—1—\/3_3 P _—1+\/3_3

/12 ) 773 )

Exercitiul 7.2. Sa se aducd la forma canonica
functionala patratici: H : R® — R

H(x,,x,,x;)=2x] +10x] +8x] —4x,x, +12x,x, — 4x,x,
Solutie

Matricea lui H corespunzitoare bazei canonice din R? este:

2 -2 6
A=|-2 10 -2
6 -2 8

Minorii principali ai matricii A sunt:

A, =LA =2,A :‘2 _2‘:16
CUT T =2 10
2 -2 6
Ay=|-2 10 -2/=-192
6 -2 8

Cum A, #0,i =0_,3 se poate aplica metoda lui Jacobi. Asadar

existd o bazd F a lui R? in raport cu care functionala pitratici
are forma canonica.
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A A A
H(x):—oyl2 +—1y22 +...+£yf
A, A, A

n

1 2 16
H(x)= Eylz +Ey22 +_—19y32

Exercitiul 7.3. Fie functionala patratica:

H(x)=x] —x] +4x,x, +6x,x, +8x,x,

Sa se aduca la forma canonica si sa se stabileasca natura ei.
Solutie

Matricea atasata este:

o W o
A O = N
=

—
o o &~ ©

Cum A, =0, nu se poate aplica metoda Jacobi. Vom face

transformarea:
X, =Y+,
Xo =V =),
X3 =D)3
X4 = V4

Cu aceasta transformare functionala patratica devine:
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H(y) = —1,) =y +4(y, + )0, = »,)
+6(y, + 1)y +8(y —¥,),

]—[(y):jylz —3)/22 _y32 =2y,y,+6y,y; +8y,y,
+6y,y, =8y,

5 -1 3 4

-1 -3 3 -4
B =

3 3 -1 0

4 -4 0 0

Pentru aceasta matrice minorii principali sunt:

5 -1
AO:I,A1:3,A2:‘_1 =16
5 -1 3
Ay=|-1 =3 3|=-20
33 -1
5 -1 4
-1 -3 3 -4
A, = =320
303 -1
4 -4 0 0

Cum toti minorii sunt nenuli putem aplica metoda Jacobi si
astfel obtinem forma canonica a functionalei patratice H:
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A A A A
Hy)==Cpl+—Ly +—2y; +—2y;

AUTATT AT A,
I 3 ~16 , 20
Hy)= gyl = e ys b v v v

Cum H are si termeni pozitivi si negativi ea este nedefinita.
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Capitolul VIII
Programare liniara

8.1. Probleme economice modelate prin probleme de
optimizare liniara

8.1.1. Problema analizei activitatii (folosirii optime a
resurselor sau a sortimentului optim)

O unitate economicd avand la dispozitie cel mult
cantitatile b,,b,,...,b,, din resursele R,R,,...,R,, trebuic sa

producd produsele B,P,....,P,, prin procedee tehnologice

0o
fixate, care solicitd cantitatea a,; din resursa R; pe cantitatea
unitard de produs P,. Se stie cd, prin livrarea cantitdtii unitare
de produs P,, se obtine beneficiul ¢, 1 < j <n. Se noteaza cu
x; cantitatea necunoscuta din produsul P,, 1< j<n, pe care

unitatea economicd trebuie s-o fabrice. Se cere sa se
determine x,, x, ,..., X, , astfel ca beneficiul sa fie maxim si sd se

respecte conditiile referitoare la disponibilul de resurse.
Modelul matematic al problemei este urmatorul.:

Sa se maximizeze functia liniara

n n
f= chxj , In conditiile: Zaijxj <b ,i=L2,.,m
J=1 J=1

Si x,;20,j=12,..n.

145



8.1.2. Problema planului optim de productie

Fie atelierele A4,,4,,...,A, in care se fabricd sau se

consuma produsele B,P,,...,P, , in cantitatile date pe unitatea

n

de timp, anume a; din P in atelierul A4;,1<isml<j<n,

1
cu interpretarea urmatoare:
dacd a; >0, A, produce in unitatea de timp cantitatea @, din

F;
daca a; <0 consumd —a,, iar daca a;, =0, 4, nu produce si
nu consumd .

Productia (respectic consumul) produsului P nu trebuie
sa fie sub limita ( respectiv sa depaseascd) (respectiv —b,,daca
b,<0), pentru 1 <i<m.

Fie x, timpul de functionare al atelierului 4, iar
c; beneficiul obtinut prin functionarea lui 4, in unitatea de
timp, 1< j<n. Un sistem de numere reale (x,,x,,...,X,)
constituie un plan optim de productie, dacd maximizeaza
beneficiul total, adica functia

n
f= Z ¢,x; , in conditiile restrictive:
=

n
Zaijxj 2b,l<i<msix; 20,l<j<n.
Jj=1

Dacéd ¢, noteaza costul functionarii atelierului 4, in

unitatea de timp, se va cere minimizarea functiei cost

n
/= ZC/X‘/
j=1
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8.1.3. Problema dietei (a amestecului)

Sa se determine cantitatile x; din alimentele 4,

j=1,2,...,n, alcdtuind o dietd (x,,x,,...,x,), astfel Incat costul

n
acesteia f = Zcix/. sd fie minim, unde c; este costul unitar
=
al alimentului 4;, daca, in afara de c;y J= 1,2,...,n, se stie
componenta in sbstante nutritive §,,S,,...,S, a alimentelor

1<i<m

4,,4,,...,4,, datd prin matricea (a;),,, unde a, este

cantitatea de substantd S, aflatd in unitatea de aliment 4, si se
impune ca fiecare dietd sa contind cel putin b, unitati de
substanta

S,,i=12,...m.

Conditiile restrictive se scriu matematic:

U

Dagx; 2b,i=l.,msix; 20,j=12..,n.
j=1

8.1.4. Problema de transport

Se dau: depozitele D,,...,D,, avand disponibila o marfa
in cantitatile b,,...,b,; magazinele M,,..., M, solicitind marfa

! !

in cantitdtile b, ,...,b, ; costurile unitare c; de transport al

)
marfii de la D, la M ;. Se cere sa se stabileascd un program de

transport, adicda un sistem de numere reale nenegative

{x,.j,z=1,...,p,j=1,...,q}, unde x, este cantitatea de marfa
transportatd de la D, la M ,, care sd facd minim costul de
transport, adica
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P g
f :ZZCijxl_]_ , sa nu depaseasca disponibilul din nici un

q

depozit, adica Zx_l.]. <b,i=1,..,p s sd satisfacd mdcar
J=1

cererea fiecarui magazin, adica:

!

P
inj 2b,,j=L..q

i=1
Faptul ca disponibilul total trebuie sd depdseasca sau sa
fie macar egal cu cererea totala implica inegalitatea
D

Zaziqﬁﬂ

i=lI

Daca restrictiile problemei sunt date de egalitati, atunci
(*) devine egalitate, iar problema de transport se numeste in
acest caz echilibrata.

8.2. Formularea generala a unei probleme de programare
liniara

In general o problema de programare liniara are
urmatoarele proprietati:

-restrictiile la care sunt supuse necunoscutele-ecuatii sau
inecuatii-sunt liniare;

-se cere minimizarea sau maximizarea unei functii liniare

f:R" —>R,f(x):chxj,xeR";
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-necunoscutele nu pot lua valori negative, deci
X; 2 0,1<j<n;

-coeficientii numerici ce apar 1n f si restrictii, ca si
necunoscutele, au valori reale.

Asadar, o problemd de programare liniard sau un
program liniar constd in determinarea unui optim
(minim/maxim) absolut x° € R”, cu componente nenegative,
al unei functii liniare f:R" — R satisficand un sistem de m

ecuatii liniare (sau inecuatii liniare) cu n necunoscute, de rang m.

Observatie:

Se presupune, ca sistemul liniar este compatibil si ca au
fost refinute numai m ecuatii principale.

Forma numita standard a unui program liniar de
minimizare (PL-min), respectiv de maximizare (PL-max), se
prezintd astfel:

PL-min Za[jx, =b,1<i<m

PL-max{» a,x, =b,1<i<m
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Matriceal forma standard se poate scrie astfel:

min<c,x>
PL-min< Ax = L

x>0

respectiv

max<c,x>
PL-max<Ax=1L
x>0

S-au folosit urmatoarele notatii:
c=(¢,¢y5nc,) €R" =M, (R),
x=(x,Xy5,X,) €R",

x20ex,201</<n,

<c,x> = Zc ;X; » (produsul scalar canonic pe R"),
Jj=1

L=(b,,b,,...b,) €eR" =M, (R),

.....

Functia f(x)= <c, x>,x €R", se numeste functia-

obiectiv sau functia de cost.
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n
Conditiile ) a,x, =b,,1<i<m, se numesc restrictiile
=

problemei, iar conditiile x; > 0,1 < j <n, se numesc conditiile

de nenegativitate.

Elementele multimii
P= {xeR",Ax:L,xZ 0}

se numesc programe sau solufii admisibile sau posibile ale

problemei de programare liniari. Un element x° e P se
numeste program optim al PL-min (PL-max), daca

<c,x°> < <c, x>, Vx € P (respectiv <c,x°> > <c,x>, Vx e P).

Notim multimea programelor optime cu P°si cu
cf 1 < j <n coloanele matricii A.

Definitia 8.1. Un program x € P,x =(x,,X,,...,X,) se
numeste program de baza, daca vectorii coloana c;’ pentru

care x; # 0 sunt liniar independenti.

Observatii:

1) Deoarece rangA=m, un program de bazd are cel mult m
componente nenule.

2) Daca are exact m componente nenule, programul de baza se
numeste nedegenerat.

3) Daca 0P, convenim ca 0 sa fie considerat program de baza.

!
4) Exista cel mult C" = S L
nl(n—m)!
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Definitia 8.2. Matricea B de tip mxm formata din
coloanele lui A corespunzatoare componentelor nenule ale
unui program de baza nedegenerat x se numeste baza a
programului x.

8.3. Algoritmul simplex primal

Definitia 8.3. Se numeste directie admisibila intr-un

punct x" €S, un vector d eR", astfel incit x° +ade S,
oricare ar fi a 2 0.

Definitia 8.4. Se numeste directie extremala, pentru
multimea S, un vector d € R", care este directie admisibila §i
pentru care nu existd doud directii admisibile d',d” astfel
a 1 1
incat d =—d' +—d*.

2 2

Definitia 8.5. Se numeste solutie admisibila de baza

pentru S, un vector, x’eR" cu componentele

0 0 0 T A A . ST A Y
x =(x geeesX ) ,0,...0)", astfel incdt x° este solutie admisibild,

iar vectorii (a ,...,a”) sunt liniar independenti.

Definitia 8.6. Se numeste matrice de baza, o matrice B
formata cu coloane ale matricii A, astfel incat vectorii

corespunzatori sa formeze o baza in R".

Fie B=(a',...,a")o matrice de bazd, extrasd din A si
R=(a"",..,a"). Sistemul de restrictii al lui S se va scrie
Bx®? + Rx® =b;x® 20,x% > 0.
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Propozitia 8.1. Daca baza B extrasa din A, satisface
conditia B'b>0, atunci x=(x",x*) cu x* =B7'b,x" =0,

este solutie admisibila de baza.

Fie f:R" — R", functia data prin f(x) = <c, x> =
Zn:cixi,c € R" si multimea S cu x',...,x” solutii admisibile de
il
bazi d',....,d? directii extremale.

Propozitia 8.2.
1) Conditia necesara si suficienta ca mlnf(x) sd

xeS

fie finit este ca f(d’')>0,j=1,q.
2) Conditia necesara si suficienta ca TNnax f(x) sd

xeS

fie finit este ca f(d’)<0,j=1,q.

Propozitia 8.3. [26]

Fie S:{xeR",szb,xZO}
Sistemul de restrictii sub forma standard a unei probleme de
optimizare liniard. Fie B=(a',....a"), o bazdi extrasd din A

pentru care z° =B'b>0. Pentru orice xe S, SI
f S > R are loc relatia

f@=f®) = Xx,, ¢

unde z, :<cB,B_lai>:Zc z,, 2, :(B"lai)j;i=m+1,n

VAR
i=l

six=(z",0)".
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Demonstratie.
B
X
R

X

Din Ax =b,x >0, rezulta (B,R)[ j=BxB +Rx" =b.

Deci x” =B'b—B'Rx* =z° = Y x,B'a" . Astfel

i=m+1

fG0)={e,x)=((c", "), (", x")) = (¢, x" )+ _ic_jx.,

<CB,B_1b>—<cB,B_1RxR>+ ic’_,-xj =f(x)-

Jj=m+1

Zn: (Zmlci(B_lai).f —cp)x; =) - Zn:(zj —c,)x,

j=m+l i=1 Jj=m+1

Propozitia 8.4. (Criteriul de optimalitate)
1) Daca A, =z, —c, <0, pentru orice i = 1,n, atunci

X =(z°,0) este punct de minim pentru functia f(x)= <c, x> pe

multimea S.

2) Daca A, =z, —c; 20, pentru orice i =1,n, atunci

X =(z°,0) este punct de maxim pentru functia f(x)= <c, x> pe

multimea S.

Propozitia 8.5. (Criteriul de nemarginire)

Daca exista k € {m + 1,...,n}, astfel incat A, )0(A,(0) pentru o

problemd de minim(maxim) si z* = B™'a*{0, atunci functia f

nu are valoarea optima finita pe S.
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Propozitia 8.6. (Trecerea de la o iteratie la alta)
Daca exista k {m + 1,...,n}, astfel incat A, )0(A,{0) pentru o

problema de minim(maxim) §i dacd existd i € {1,...,m}astfel incat
z) z)
L =mini—r; si B' = {al,...,ai’l,ak,a”l,...,a’”}
2o (F

este baza corespunzdtoare X , atunci

fX) L f(X)(f(X) = f(X)). X este solutia admisibila de baza

- . 1
corespunzatoare bazei B=(a ,...,a™).

Definitia 8.7. Baza B pentru care x* =B'b>0 se
numeste primal admisibila.

Algoritmul simplex primal are urmatoarele etape:
Etapa 1.

a) Se aduce problema de optimizare liniara sub forma
standard;
b) Se determina o bazd primal admisibild extrasa din A si

se calculeaza B_lb,B_lai,i = I,_n,Al. =z, —c;i=1n
Se trece la etapa 2.

Etapa 2.

a) Daca A, 20(A, <£0),i =1,n pentru problema de maxim
(minim) s-a obtinut solutia optima, X = (B'b,0). STOP
b) Daca existd ke {1,...,n}pentru care A, (0(A,)0) in
cazul de maxim (minim) si pentru un astfel de indice

B'a" <0, problema nu are valoare optimi finiti.
STOP
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c¢) Daca exista ke {1,...,n}pentru care A, (0(A,)0) in
cazul de maxim (minim) §i pentru toti astfel de indici
nuavem B 'a* <0, se trece la etapa 3.

Etapa 3.

Se alege k astfel incat A, :min Ai}pentru

i=l,n

probleme de maxim si A, :maX{Ai }pentru probleme

i=l,n

deminim. Se determina i € {1,...,m}, astfel incat

0 0
Z; . Z./
« - min k
Zi j/zjf Zj

Vectorul a' va iesi din baza, iar vectorul ¢* va intra in baza.
Se trece la etapa 4.

Etapa 4.

Se efectueaza itineratie simplex, utilizand formulele
k ZO
_ 0 j 0 . s e 10 _
z, =z, ——cz;,j=Lm,j#i,z; =—
i i

k h
. _ z. R
tho_ _h jo_h . . L.k Z _
2V =z, ——z,,j=lm, j#iz; =— - h=Ln
i Z;
k
' Zj L1
Aj: j——kA[.,jzl.n

1

Se trece la etapa 2.

Algoritmul simplex primal are un numar finit de etape caci
numarul bazelor extrase din A este cel mult C".
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Capitolul IX
Programare generala. Programare convexa

9.1. Programare generala. Punct sa

Fie DcR" o multime deschisi si functiile
f.8,8558, : D— R.Consideram problema

min{f(x)}

M = {x € D‘g_/ (x)<0;j € {1,2,...,m}} (9.1)

Daca problema este una de maxim, se transforma in una
de minim, {indnd seama de faptul ca max(f)=-min(-f).

Definitia 9.1. Orice punct x € M se numegste program
al problemei (9.1).

Definitia 9.2. Functia L: Dx R - R,
L(X,M) = f(x) + Zu/‘g}‘ (x),u = (”1a“2 7'~-9um)t € R:-n
j=1
(9.2)

se numeste functia de tip Lagrange atatata problemei (9.1).

Definitia 9.3. Fie L functia de tip Lagrange atasata
problemei  (9.1). Un  punct (x,,u,) x,€D i
Uy = Uy, Uy s Uy,,) 20 se numeste punct sa a lui L, relativ
la D, daca
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L(x,,u) < L(x,,u,) < L(x,u,),Vx e D;u R (9.3)

Teorema 9.1. Conditia necesara si suficientda ca
(xy,u,)u, = 0) sd fie punct sa, este data de:

L(xy,u,) < L(x,u,); (9.4)
g,(x,) <0,/ =1,m (adici xoe M) (9.5)
uy;8;(x) =0, =1Lm (9.6)

Demonstratia in [2 5] .

Teorema 9.2. Daca (x,,u,) este punct sa pentru

functia L, atunci x, este spolutia optima a problemei (9.1).

Demonstratie. Cum (x,,u,) este punct sa, rezultd

L(xy,u,) < L(x,u,); Vx € M . Aceasta revine la

FO0)+ D08, (50) € )+ Dy 8, ()

Conform (9.6) avem
1y, 8,(x,) =0 siuy; 20,g,(x)<0,Vj €{l,2,...,m}

Deci f(xo)sf(x)+zm:u0jgj(x)£f(x),‘v’xeM,

adicd xo este punct de minim al problemei date.
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9.2. Programare convexa.Conditii Kuhn-Tuckner

Definitia 9.4. Fie D C R" o mulfime deschisa, convexa
si functiile f,g2,,2,,....8, :D —> R convexe pe D. Atunci

problema (9.1) se numeste problema de programare convexa.

Teorema 9.3. Fie problema de programare convexa
(9.1) in care presupunem ca exista cel putin un program, Xi
strict,

(g,(x,X0; j =1,m), adica condifia lui Slater.

Conditia necesara si suficientd ca xo sa fie program
optim al problemei este ca sa existe u, =0 aga incat (x,,u,)
sa fie punct sa pentru functia tip Lagrange L atasata
problemei.

Adaugand la conditiile de convexitate si conditii de
diferentiabilitate pentru functiile f,g,,2,,....g,,5€¢ obtine o
problema de programare convexa, diferentiabila.

Teorema 9.4. (Teorema Kuhn-Tuckner) Fie o
problema de programare convexa diferentiabila pentru care
care conditia lui Slater este satisfacuta.

Punctul x, este o solutie optima a problemei daca si

numai daca exista u, =0, astfel incdt sa avem

V, L(xy,u,)=0 (9.7)
g,(x))<0;j=1m 9.8)
qugj(xo):O 9.9)
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Demonstratie. Conform Teoremei 9.3, xo este program
optim al problemei daca si numai daca existd u, 20 astfel
incat (x,,u,) sa fie punct sa al functiei L.

Conform Teoremei 9.1 aceasta este echivalent cu
sistemul de conditii (9.4), (9.5), (9.6). Mai trebuie sa aratam ca
(9.7) este echivalent cu (9.4). Presupunem mai intai ca avem
(9.4), deci L(x,u,) < L(x,u,),Vx. Deci xo este punct de minim
pentru functia L(x,u,).

Cum f si gj sunt diferentiabile, functia L este si ea
diferentiabila si deci avem V L(x,,u,)=0.

Reciproc, daca avem (9.7), adica V L(x,,u,) =0
rezultd ca xo este punct stationar al functiei L(x,u,). Dar f si g

fiind functii convexe, iar L fiind o combinatie liniara cu
coeficienfi pozitivi a acestora, rezultd ca si L este functie
convexd, asadar punctul sau stationar xo este minim global.
Deci L(x,u,) < L(x,u,),VxeM .
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Capitolul X
Modele deterministe de uzura si inlocuire

10.1. Modele de uzuri si inlocuire

In orice activitate economica, utilajele, echipamentele,
suferd In timpul utilizarii lor un firesc proces de uzurd, numita
uzurd fizicd. In timpul utilizarii, echipamentele necesiti o
continud activitate de Iintrefinere §i reparare a eventualelor
avarii, care urmareste prevenirea, diminuarea sau intarzierea
procesului de uzura fizica.

In perioada de functionare a unui echipament, progresul
tehnic poate duce la aparitia unor echipamente noi, cu aceeasi
arie de utilizare, dar cu performante calitative si economice
superioare. Acest lucru determind un alt tip de uzurd a
echipamentelor si anume uzura morala.

Criteriul de decizie poate fi acela al cheltuielilor totale
minime, cand se urmaresc considerente economice, sau acela al
maximizarii ~ beneficiului ~ obtinut  prin  exploatarea
echipamentului, atunci cand scopul urmarit este randamentul
acestuia.

Vom numi duratd de viata a unui echipament intervalul
de timp dintre momentul punerii in serviciu a acestuia si
momentul inlocuirii lui. Prin duratd economica a vietii
echipamentului vom intelege durata de viatd optima, conform
criteriului stabilit. Intrucat diversele costuri sunt evaluate la
diferite momente de timp, este necesard actualizarea valorilor
in functie de procentul de dobanda, diferentele devenind
semnificative si putand influenta decizia pe perioade mai mari
de timp.
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10.2. Model determinist de inlocuire a unui echipament

Precizam in continuare marimile care apar in calcule:

V, este valoarea de achizifionare a echipamentului considerat,

inclusiv costul punerii sale in functiune, la momentul ¢=0.

V' este valoarea de recuperare (de revanzare) a echipamentului
la sfarsitul a n unitati de timp de functionare.

C, sunt cheltuieli de exploatare si intretinere a echipamentului
in cursul celei de-a n-a unitati de timp.

F_ sunt cheltuielile totale necesitate de echipament din

momentul achizitionarii pana la sfarsitul celei de-a n-a unitati
de timp.

f, este costul mediu (raportat la unitate de timp) al
echipamentului.

In general avem indeplinite inegalitatile:

VoV ViV ... inegalitate fireasca

C,(C,(..{C\{C,,(... inegalitate care nu este obligatorie

F,=V,-V,+>.C,
=1

n

1 1 X
fnz_Fnz_(VO_Kz+ZCk)
n k=1
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10.2.1. Model determinist discret de inlocuire a unui
echipament cu actualizarea cheltuielilor

Precizam marimile noi care apar in calcule:

1 este rata dobanzii

o= IL (0{a(1) este coeficientul de actualizare
+1

Este cunoscut faptul ca o suma §, investitd la momentul t=0,

cu rata dobanzii 1, va produce 1n n ani suma:

n

5, = Sy(1+i) =
a

In mod similar valoarea actuald S, a unei sume S, ce va trebui
platita peste n ani este:

S, =S (1+i)" =8 a"

Cheltuielile medii
1, :%Fn :%(VO -a'V, + Za"‘lck )

k=1
Decizia se va lua dupa criteriul

min f,

n
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10.2.2. Modelul determinist continuu de inlocuire a
echipamentelor

Existda modele matematice 1n care timpul este
considerat ca o variabild continud adica ZE[O,OO). Fie V

valoarea de achizitionare si  punere 1n functiune a
echipamentului la momentul t=0.
Va(t) este valoarea de recuperare a echipamentului la

momentul t, factorul  a(f)reprezentind  deprecierea

echipamentului 1n intervalul (0,t).
P(t) este costul cumulat al exploatdrii si intretinerii

echipamentului pana la momentul t.

Asupra functiilor a:[0,00)—>R, ﬂ:[0,00)—>R vom
face urmatoarele ipoteze plauzibile din punct de vedere
economic:

1) a(0) =1,a(t) este o functie descrescatoare
2) lima(t)=0

[—©

3) F(0)=0, p(¢) este o functie crescatoare.

Valoarea cheltuielilor totale la momentul t este:
F@O)=V-Va@)+ p();t =20

1ar a cheltuielilor medii:
O =2F O =V ~Va(0)+ f0)ia)0

Conform aceluiasi criteriu de optimizare, momentul optim de
inlocuire ¢ va fi acela care realizeazi min f(t). t>0
Din f'(t)=0rezulta f(¢t)='(t)—Va'(t). Din aceasta

ecuatie se determind ¢ .Valoarea determinati ¢ este un minim
al functiei f(t), daca f"(¢))0.
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Capitolul XI
Teoria probabilitatilor
11.1. Teoria probabilitatilor. Introducere

Teoria probabilitatilor este o teorie matematica
deductiva, ce studiaza fenomene Intamplatoare sau aleatoare de
masd, care au proprietatea de stabilitate a frecventei aparitiei
lor in conditii identice.

Notiunea centrald a teoriei probabilitatilor este
probabilitatea, care se refera la aspectul cantitativ al categoriei
producerii sau realizarii unui eveniment n condifii determinate.

Probabilitatea exactificd posibilitatea. Nu orice lucru
posibil poate fi dotat cu probabilitate, deoarece nofiunea de
probabilitate are sens numai intr-un spatiu bine definit, numit
camp de probabilitate.

Legatura dintre rezultatele teoriei probabilitatilor si
realitate se face prin legatura pe care frecventa relativa,
indicator statistic, o stabileste in anumite conditii intre
probabilitate si realitate.

11.2. Teoria probabilitatilor. Evenimente

Dupa rezultatul obtinut in urma unei experiente
deosebim:
1) experiente deterministe, la care rezultatul este unic
determinat, adica previzibil;
2) experiente aleatoare, la care rezultatul face parte dintr-o
multime de rezultate posibile.
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In continuare facem cateva preciziri in legaturd cu unele
notiuni elementare de probabilitati. Orice reluare a experientei
se numeste proba. Trebuie remarcat cd orice experientd se
poate repeta de mai multe ori fard ca rezultatul sa fie
obligatoriu acelasi. Evenimentul este rezultatul unei experiente.
Un eveniment elementar este un rezultat posibil al unei
experiente.

In continuare vom face unele notatii cu ajutorul cirora vom
opera in continuare.

1) E este multimea tuturor evenimentelor elementare sau
compuse asociate unei experiente cu un numar finit de
rezultate posibile.

2) Q este evenimentul sigur, ce se realizeazd in orice
proba a experientei. Dacd evenimentele elementare din

E sunt 4,,4,,...,4,, atunci evenimentul sigur se poate
scrie:
Q=4 UA4,0V..UA,
3) O este evenimentul imposibil, care nu se realizeaza in
nicio proba a experientei.
4) Notam cu 4 evenimentul opus evenimentului A.
5) Notam cu K o familie de submultimi ale mul{imii €.

Definitia clasica a probabilitatii
Daca x este numarul cazurilor favorabile realizarii
evenimentului A, iar y este numarul cazurilor posibile

realizarii evenimentului A, atunci se numeste probabilitate in
sens clasic a evenimentului A, numarul:

P(A)==
y
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Definitia axiomatica a probabilitatii

Fie (LK) un camp finit de evenimente. Se numeste

probabilitate pe acest camp o functie P:K — R, care
satisface axiomele:

1) P(A) >0, pentru orice A€ K .
2) P(Q)=1.
3) P este functie finit aditiva, adica pentru A,,4, € K cu
A N A, =0 are loc egalitatea:
P(4, U 4) = P(4)+ P(4,)

Observatie:

1) P(Q)=0.
2) P(A)=1-P(A).

3) P(J4,)=> P(4,)(dous cate doua disjuncte).
i=1

i=1
4) Tripletul (Q, K, P) este un camp finit de probabilitate.
5) P(AuB)=P(A)+P(B)—P(ANB).
6) P(J4) =2 P(4)~ Y P(4,n4)
i=1 i=1

1<i<j<n

+ > P(4,NA4, mAk)+...+(—1)”"'P(ﬁAl.)

1<i<j<n i=1
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11.3. Evenimente independente. Probabilitate conditionata

Definitia 11.1. Fie (Q,K,P) un camp de probabilitate
cu P finit aditiva. Evenimentele A §i B din acest camp se

numesc P - independente sau independente daca:
P(ANB)=P(A)P(B).

Definitia 11.2. Daca (A,),i €1, este o familie finita

sau infinita de evenimente se spune ca (Ai) este o familie de
evenimente independente, daca pentru orice multime finita de

indici distincti i,,1,,...,i, € I are loc:
P(4, N4, n..n 4, )= P(4,)P(4,)..P(4, )

Observatie:

Independenta este o proprietate opusd dependentei.
Evenimentele A si B se numesc dependente daca:

P(AnB)# P(A)P(B).
Pentru exprimarea probabilitatii P(4 N B) 1n acest caz este
nevoie de introducerea unui nou tip de probabilitate.

Definitia 11.3. Fie (Q2,K,P) un camp de probabilitate
cu P finit aditiva si fie A€ K cu P(A))0. Se numeste
probabilitate conditionata de evenimentul A a evenimentului
B e K, notata prin P(B-A) sau P,(B), raportul:

PB4y~ PADB)
P(A)

Propozitia 11.1. (L K,P,) este un cdmp de

probabilitate.
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Definitia 11.4. Evenimentele A si B se numesc
dependente, daca P(ANB)=P(A)P,(B), cu P(A))0 sau
P(ANB)=P(B)P(A—B) cu P(B)>0.

Observatie:
Daca P(A))0 si P(B))0, atunci are loc:

P(ANB)=P(A)P(B— A)= P(B)P(A—B)
11.4. Regula de inmultire a probabilititilor evenimentelor

Fie Ai1,Az,...,An evenimente din campul de probabilitate
(Q,K,P) cu P(ﬁ A, #0,Vk € {1,2,...,n}.
Are loc: "
P(ﬁ A)=P(A)P(A4,/ A)P(A,/ A N A4,)...P(A, /ﬁl A)
iz(l)bservatie: h

1) Probabilitatea unei intersectii de evenimente depinde
numai de independenta sau dependenta evenimentelor.

2) Probabilitatea unei reuniuni de evenimente depinde de
compatibilitatea sau incompatibilitatea evenimentelor.

3) Fie (Aj) ie{l,2,...,n} o familie de evenimente
independente si compatibile. Avem:

LnJAi = (ﬁZ)
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PAJ4)=1-P(\4) =1~ P(4)P(4)..P(4,) =

1-TTa-P4)

11.5. Formula probabilitatii totale si formula Bayes

Fie (€2, K, P) un camp finit de probabilitate.

Definitia 11.5. Evenimentele A,,A,,...,A, din K

formeaza un sistem complet de evenimente sau o partitie a
evenimentului sigur, daca:

a)Ad, VA, U..UA =Q
b) A, N A, =0 pentru i # j

Propozitia 11.2. (Formula probabilitatii totale)

Fie A, A,,...,A, un sistem complet de evenimente cu
P(4,) #0,Yi € {,2,....n}. Oricare ar fi Y € K are loc:

P(Y) = P(A)P(Y ] A)+P(4)P(Y | A)+...+

+P(A)P(Y/A,) = Z P(A)P(Y/A)

i=1
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Formula lui Bayes

Fie 4,,4,,..., 4, un sistem complet de evenimente cu
P(4,)#0,Vie{l2,..,n}.
Oricare ar fi Y € K, cu P(Y))0, are loc:

P(A4,)P(Y ! 4,)
P(Y)

P(A,/Y) = , unde:

HDziH@WUMJ

i=1

11.6. Scheme clasice de calcul al probabilitatii
11.6.1. Schema lui Poisson

Se considera n urne ce contin in diferite proportii bile
albe si negre de aceeasi marime si greutate. Probabilitatea de a
extrage din urna i o bila alba este pi, iar o bila neagra qi (qi=1-pi),
i =1,n. Se extrage la intAmplare cte o bild din fiecare urna.

Probabilitatea ca din cele n bile extrase x sa fie albe este

egala cu coeficientul lui #* din dezvoltarea polinomului de grad
n:

P ()=(pt+q)(pyt+q,)-(p,t+q,)

Exemplul 11.1. Se dau trei urne: prima contine 2 bile
albe si 3 bile negre, a doua contine 4 bile albe si o bila neagra
iar a treia contine 3 bile albe si 2 bile negre. Care este
probabilitatea ca extragand cate o bila din fiecare urna sa avem
2 bile albe si 1 neagra?
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Solutie n=3, x=2

2 3.4 1.3 2
P()=CEt+ D) (=t+)(=t+=
5 (1) (5 5)(5 5)(5 5)

Coeficientul lui t* este probabilitatea ciutati adicd % .

11.6.2. Schema lui Bernoulli (a bilei revenite)

Se considera o urna cu bile albe si negre de aceeasi
marime §i forma. Notdm cu p probabilitatea de a extrage o bila
alba si cu g=1-p probabilitatea de a extrage o bild neagra.

Se fac n extrageri succesive, la intamplare, cu
reintoarcerea bilei dupa fiecare extractie. Probabilitatea ca din
cele n bile extrase s fie x albe este:

P(x)=C/piq"".

Exemplul 11.2. Se arunca 2 zaruri de 10 ori. Care este
probabilitatea sa apara de 4 ori suma 7 ?

Solutie

1+6=7 4+3=7 6x6=36

245=7 542=7 p=

[U8]
m|°‘

344=7 6+1=7  q=1-

|~
AN N =

n=10, x=4
Probabilitatea cdutatd este C;} (%) N (%)6 .
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11.6.3. Schema multinominala

Aceastd schemd este o generalizare a schemei lui
Bernoulli. In urnd se afla bile de m culori, pentru care
probabilitatea de a extrage o bila de culoare i este p,,i=1m.
Se fac n extrageri succesive, la intdmplare, cu reintoarcerea

bilei dupa fiecare extractie.
Probabilitatea ca din cele n bile extrase xi sa fie de

culoarea i (i=1,m ) este:

n! .
Pn(x1’x2>""xm): 1o p] p2 0y 2
x!1x,lx,

11.6.4. Schema urnei cu bila nerevenita

Fie o urna cu N bile din care a sunt albe si N-a sunt
negre. Se extrag succesiv, la intamplare, n bile (n(N) fara

reintoarcerea in urnd Tnaintea urmatoarei extrageri, existand
posibilitatea extragerii celor n bile deodatd. Probabilitatea ca
din cele n bile extrase x sa fie albe este:

Cicy,
n

B, (x) =—— == C
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11.6.5. Schema urnei cu bile nerevenite in cazul mai multor
culori

O urna contine ai bile de culoare i, i=1,m(m >3),
bilele fiind de aceeasi marime. Se extrag simultan n bile,
n{a, +a, +...+a, = N. Probabilitatea ca din cele n bile

extrase X sa fie de culoarea i,

i=1l,m,x +x,+..+x, =n este:

crcr..crn

a “ay "t a,

P (x,x),.,x,)= —C”
N

11.6.6. Schema lui Pascal

Fie urna din schema lui Bernoulli. Se fac mai multe
extrageri, revenite pana la ontinerea primei bile albe.
Probabilitatea ca la extragerea xi (x>1) sd se obtina prima bila
alba este

x-11

2

Exemplul 11.3. La un serviciu financiar sunt verificate
lucrarile a trei birouri, care lucreaza corect in proportie de 95%,
98% si respectiv 99%. Se alege la intdmplare, cate o lucrare din
fiecare birou. Cu ce probabilitate se vor gasi doua lucrari
corecte?

Solutie

Se aplica schema lui Poisson cu 3 urne:
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p, =0,95,9, =0,05,p, =0,98,9, = 0,02,
p; =0,99,g9, =0,01

Probabilitatea ciutati este coeficientul lui t* din polinomul de
gradul trei:

P (1) =(pit+q,)(pot +q,)(pst +q5)
P, () =(0,95¢ + 0,05)(0,98¢ + 0,02)(0,99¢ + 0,01)

Probabilitatea cdutatd este coeficientul lui t* din polinomul de
gradul trei adicd p,q,p; +9,p,P; + P,P,q; §1 facand calculele
obtinem 0,07663.

11.7. Variabile aleatoare

Marimile aleatoare se deosebesc de marimile variabile a
caror dependenta de factorii ce le determina este o dependenta
functionald ce se modeleazd matematic cu ajutorul unei functii
reale de mai multe variabile. Astfel, o marime aleatoare X se

nyn

caracterizeaza prin aceea ca faptul cd X ia valoarea "a" este un
eveniment cu un anumit grad de realizare.

Definitia 11.5. Fie (Q,K,P) un camp (borelian) de
probabilitate. Se numeste variabila aleatoare
(unidimensionald) pe acest cdmp o functie X :Q—> R cu
proprietatea ca pentru orice x € R are loc:

{a)|a) eQ, X(co)(x} ek.
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Observatie:

1)Multimea {a)|a) eQ X (a))(x} € K se mai noteaza cu (X<x).

2) X(w) se numeste valoare a variabilei aleatoare X.
11.8. Functia de repartitie

O caracterizare a unei variabile aleatoare, in care intervine
esential probabilitatea, se face cu ajutorul functiei de repartitie.

Definitia 11.6. Fie (Q,K,P)un camp (borelian) de
probabilitate si fie X : Q — R o variabila aleatoare.
Functia F : R —> R definita prin:
F(x)=P(X{(x)

se numegte functie de repartitie a variabilei aleatoare X.

Propozitia 11.3. Functia de repartitie indeplineste
conditia:

0<F(x)<1,VxeR

Demonstratie. Deoarece F(x) este o probabilitate, adica
F(x)=P(A) sicum 0< P(A4) <1,V4 avem:
0<F(x)<1,VxeR

Propozitia 11.4. Fie F functia de repartitie si facem
urmdtoarele notatii.

F(0) = lirg F(x) si F(—0)= lir_rg0 F(x)

Cu notatiile facute avem:
F(0)=1,F(-©)=0
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Demonstratie.
X< este evenimentul sigur pe care l-am notat cu € si se stie
ca P(Q)=1 sideci F(o)=1.
X (-0 este evenimentul imposibil pe care I-am notat cu O si se
stie cd P(0)=0.

Propozitia 11.5. Daca a,b € R,a(b, atunci:
P(a{X{(b)=F(b)- F(a)

Demonstratie. (—0,a) U (a,b) = (—0,b) (ql)
(—o0,a) N (a,b) =0 (q2)
Aplicand probabilitaca in (ql) si folosind proprietatile acesteia
avem:

P(X{a)+ P(a{X{b) = P(X(b)
P(X(a) = F(a), P(X{b)
P(a{X{b)=F(b)—F(a)

Ceea ce trebuia demonstrat.

Propozitia 11.6. Functia de repartitie este monoton
crescatoare.

Demonstratie. Din definitia functiei monoton
crescatoare avem ca alb= F(a)<F(b). Cum

P(a{X({b)=F(b)—-F(a)=0 fiind o probabilitate rezulta
F(b)—F(a)>=0si deci F(b)> F(a) adica F(a)< F(b)ceea
ce trebuia demonstrat.

Propozitia 11.7. Functia de repartitie este continua la
dreapta in orice punct a € R.
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Demonstratie.

O functie F este continud la dreapta daca:
limF(x) = F(a).
xya

Inlocuim in P(a(X(b) = F(b)—F(a) pe b=a+h,h)0
si trecem la limita pentru 7 — 0

lim P(a(X({b) =lim F(a + h)—lim F (a)
h—0 h—0 lim—0
h)0 h)0 h)0
Evenimentul a(X{a+h la limita devine evenimentul
imposibil si probabilitatea lui este zero.
Deci
O=limF(a+h)—limF(a), adica limF(a+h)=IlimF(a)
b0 lim—0 A0 lim—0
7)o Y 0 10
rezultd cd lim F(x) = F(a).
xya
Am demonstrat asadar ca functia de repartitie este continua la
dreapta in a.

Propozitia 11.8. Functia de repartitie este continua
intr-un punct a, daca si numai daca P(X=a)=0.

Demonstratie.
La propozitia 11.7. am vazut cd F(a+0)= F(a). Pentru ca

F(x) sa fie continud in a este necesar si suficient sd avem
F(a-0)=F(a).
Calculam limita la stanga, F(a—0).
Pentru aceasta in P(a{X(b) = F(b)— F(a) inlocuim a cu a-h si
bcua.

P(a—h{X{a)=F(a)—F(a—h)
Cand /& — 0 prin valori pozitive, evenimentul a — h{X{atinde
catre evenimentul a(X<{a, adica X=a. Deci:
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P(X=a)=F(a)-F(a-0).

Observam cd F(a)=F(a—h) < P(x)=0=ceea ce trebuia
demonstrat.

Definitia 11.7. Fie F(x) functia de repartitie a unei
variabile aleatoare X. Daca exista o functie pozitiva Di(x),
integrabila pe intervalul (—oo,+), cu proprietatea cda pentru

orice x € R este verificata egalitatea:

F(x)= TDl (x)dx

atunci Di(x) se numeste densitate de repartitie sau densitate de
probabilitate a variabilei aleatoare X.

Observatie:

Aceasta denumire este justificatd de urmatoarele proprietati
evidente:

b
P(a{X(b) = IDI (x)dx pentru orice interval [a,b] cR (11.1)

TDI (x)dx =1 (11.2)

Definitia 11.8. Daca functia Di(x) exista s§i este
continua in orice punct x€ R, vom spune ca repartifia
variabilei aleatoare X este continud.
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Observatie:

In cazul cand repartitia variabilei aleatoare X este continua,
F(x) este evident continua in orice punct X avem:

P(a(X <b)= P(a< X(b)= P(a< X <b)= P(a(X(b) =
F(b)— F(a)

P(aSXSb)zjf(x)dx

Continuitatea functiei f(x) permite sa aplicdm integralei
teorema mediei. Existd un punct 7 € (a,b) cu proprietatea ca:

jf(x)dx =(b-a)f(zr) deci

P(a< X <b) ~ F(o)alz(b
b—a

Fie xo un punct fix arbitrar din intervalul [a, b].
Cand (h—a) — 0 astfel ca xo si rimana in intervalul [a,b],
7 tinde catre xo i, datoritd continuitatii

lim f(z)=/(x).

(b—a)—0
xo€la,b]

Avem asadar

. P(a<X<b)
f(xo)_(bha[r)lzg?—b—a .

Aceasta egalitate justifica pe deplin denumirea de densitate de
repartitie sau densitate de probabilitate data functiei f(x).
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11.9. Tipuri de repartitii unidimensionale

Definitia 11.9. Fie (€, K, P) un cdmp de probabilitate.
O variabila aleatoare X :QQ — R care ia un numar finit de
valori se numeste variabila aleatoare simpla.

Definitia 11.10. Fie (L K,P) un camp de
probabilitate. O variabila aleatoare X :Q — R se numeste
discreta daca X (Q) este cel mult numarabila. Prin repartitia
variabilei aleatoare X se intelege o matrice de forma:

XX, X, )
sau pe scurt i=ln
P..P P

Observatie:

Functia de repartitie F a lui X este complet determinata
de probabilitatile Pi, i = 1,n astfel:

F(x)=P(X(x) =3P,

In acest caz se spune ci F este de tip discret.

Definitia 11.11. Fie (CQ,K,P) un camp borelian de
probabilitate. O variabila aleatoare X :Q) — R se numeste
continud, daca exista o functie D, : R — [(),1] integrabila pe R,

astfel incat:

F(x)= le (x)dx

unde: F este functia de repartitie a lui X.
F(x) este o functie de repartitie continua.
Expresia Di(x)dx se numegste probabilitate elementara.

181



Functia de repartifie a unei variabile aleatoare continue este o
functie continua.

11.10. Caracteristici numerice ale variabilelor aleatoare

Fie (Q,K,P) wun camp borelian de probabilitate si
X,Y :QQ —> R, doua variabile aleatoare.

1) O caracteristica ce masoara tendinta centrala a
repartitiei variabilei aleatoare X este media,
notata prin M(X).
Daca X este o variabila aleatoare discretd cu repartitia:

X .
(P] iel,P,>0,Viel,) P =1,atunci

i iel

M(X)=) xP.
i=1
Daca X este o variabila aleatoare continua cu repartitia:

X = @(XJ, XeR, f(x)>0,VxeR si j: F()dx=1
atunci:

M(X)= +Jzoxf (x)dx .

—00
400 +00

in general M (X) = j xdF(x) = j xf (x)dx

—00 —00
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Proprietiti ale mediei:

1) Daca X(w)=>b,beR,(V)w € Q, atunci M(X)=b.
2) M(kX)=KM(X), oricare ar fi k € R".

3) M(X+Y)=MX)+M(Y).

4) M(XY)=MX)M(Y).

2) O alta caracteristicd mai generald decit media este
momentul initial de ordinul r, notat prin M(X)
sau my(X) sau my.

Definitia 11.12. Momentul initial de ordinul r este numdarul

m =M(X")= j X dF(x)
daca integrala Stieltjes este convergenta.
Daca x este o variabila aleatoare continud, atunci:

+00

m, = jx’f(x)dx.

—00

Daca x este o variabila aleatoare discreta, atunci:

— r
mr _Z‘xipi .

iel

Pentru r =1 se obtine m_ = M (X)

3) Asemaianator este momentul initial absolut de
ordinul r al lui X, notat prin 7. sau M (X))

Definitia 11.13. Momentul initial absolut de ordinul r al
lui X, notat prin m, sau M, (X) este media variabilei

aleatoare |X|r adica M(|X|r).
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4) Dispersia lui X este o caracteristica care masoara
imprastierea valorilor lui X fata de medie.

Daca X este o variabild aleatoare discreta cu M (X) =m0,
atunci dispersia lui X este:

D(X) = (x,~m)’p,

iel

Daca X este o variabila aleatoare continua cu M (X) = m(w,
atunci dispersia lui X este:

D(X) = j (x—m)* f(x)dx.

Observatie:

In general,

D(X) = +f()( — M (X))*dF(x) = M[(X -M(X)) ]

Proprietati ale dispersiei:

Propozitia 11.9. Daca X(w)=b, oricare ar fi
w e Q,be R, atunci D(X)=0.

b
Demonstratie. Fie [IJ repartitia lui X, M (X) = b{wo
D(X)=(b-b)? 1=0.

Propozitia 11.10. D(bX)=5b’D(X),Vb e R
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Demonstratie.

D(bX) =
M|(bx = MBx)Y |= M[p> (X - M(xX))’]
= b’ M|(X - M(X))*|=p"D(x)

Propozitia 11.11. D(X)=M,(X)-M*(X), daca
M, (X)(eo

Demonstratie.

D(X)=M[(X - M(x))]

= M([x? - 2xM(xX)+ M (X))
=M(X?)-2M(X)M(X)+M?*(X)
=M(X*)-M*(X)=M,(X)-M*(X)

Propozitia 11.12. D(X tY)=D(X)+ D(Y) daca X si
Y sunt variabile aleatoare independente.

Propozitia 11.13. D(X)=>0
5) Abaterea medie patratica a lui X

Definitia 11.14. Se numeste abatere medie patratica a

lui X numarul o(X) =/ D(X)

6) Momentul centrat de ordinul r
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Definitia 11.15. Daca M(X) este finita se numeste
momentul centrat de ordinul r al lui X momentul initial de
ordinul v al variabilei aleatoare (X-M(X)) si se noteza cu
w1, (X) sau p, .

u,(X) = m [(X —M )] = M ([x - m(x)])

Variabila X-M(X) se numeste abaterea fata de medie a
variabilei aleatoare X.
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