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INTRODUCERE

In viata de toate zilele suntem atrasi de superlative, de
lucruri sau situatii care exprima o calitate in gradul cel mai
inalt. Ne intereseaza cel mai bun album sau piesa muzicald, cel
mai bun film, cercetam topuri din cele mai variate, cautam cel
mai ieftin R.C.A. pentru propria masina ... Cand lucram cu
cifre, cel mai mare sau cel mai mic numar este nu numai
interesant ci §i util.

In numeroase probleme practice sau teoretice se cere
adeseori cea mai mare §i cea mai mica valoare pe care o poate
lua o anumita marime variabila.

Lucrarea de fata, structuratd pe patru capitole, constituie
o introducere in lumea minunata a maximelor si minimelor
functiilor de una sau mai multe variabile. Ea cuprinde, pe ldnga
notiuni teoretice, exercifii §i probleme prezentate gradat din
punct de vedere al dificultatii si rezolvate complet.

Exercitiile si problemele de extrem sunt impartite, pe de
o parte in functie de numarul variabilelor functiilor studiate
(capitolul 1I: ,, Extremele unei functii de o variabila”, capitolul I11:
., Extremele unei functii de mai multe variabile”), iar pe de alta
parte sunt grupate in functie de domeniile in care pot fi
intalnite extreme: in matematica, fizica, economie etc., ori
dupa ramurile acestor discipline (extreme in geometrie,
trigonometrie, analiza matematica sau extreme in mecanicd,
electricitate, optica etc.). Sunt abordate atat problemele de
extrem liber cdt si cele de extrem conditionat. Legatura cu
practica a constituit un criteriu important de formulare a
enunturilor problemelor.

Rezolvarea pe mai multe cai a unor probleme de
extrem, pe ldnga motivele de ordin estetic, va permite
compararea eficientei acestora, precum §i alegerea contextului
potrivit fiecareia dintre modalitdtile de rezolvare.
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Primul capitol, “Maxime §i minime elementare de
aritmetica “, il introduce pe cititor in tema data prin exercitii §i
probleme de aritmetica intalnite inca din ciclul primar si apoi
gimnazial de invatamant.

In cel de-al patrulea capitol, ,, Probleme de extrem
rezolvate cu Excel si Maple”, se amintesc cdteva alternative
ce fac apel la computer pentru determinarea extremului
unor functii.

Autorul



CAPITOLUL I

MAXIME SI MINIME ELEMENTARE
DE ARITMETICA

I.1. Proprietitile inegalitatii intre numerele naturale

Definitie 1.1.1. Numarul natural x este mai mare sau cel
mult egal cu numarul natural y (x > y) daca exista un numar
natural z astfel incatx = y + z.

Proprietatile inegalititii intre numere naturale:

1. Reflexivitatea: x < x, oricare ar fi numarul natural x.

2. Antisimetria: x <y siy < x rezultd x = y.

3. Tranzitivitatea: Daca x < ysiy < zrezultd x < z.

4.Dacix <yatunci x +z<y+2zsi

X—zZ<y-—2Zz
5. Oricare ar fi numarul natural z, din x < y rezulta
XzZ<y-Z

6. Oricare ar fi numarul natural z, din x < y rezultd

xX:1z<y:z

7. Oricare ar fi numerele naturale x, y are loc una si
numai una din relatiile: x < y saux = y saux > y.

Daca notam prin max(x,y) cel mai mare dintre
numerele x §i y, iar prin min(x, y) cel mai mic dintre numerele

X §1y, atunci avem:
x,dacix <y
min(x,y) ={x sauy,dacix =y
y,dacax >y
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y,dacax <y
max(x,y) ={x sauy,dacax =y
x,dacax >y

I.2. Exercitii si probleme aritmetice de maxim si
minim

1.2.1. Care este cel mai mic si cel mai mare dintre toate
numerele de sase cifre care se scrie cu cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 0,
fiecare cifra fiind folositd o singura data?

Rezolvare: abcdef,,, = 543210

abcdef,,;, = 102345

1.2.2. Aflati cel mai mic numar natural care Tnmultit cu
34 da ca produs un numar de patru cifre?
Rezolvare: 34 - x;, = abcd
Deoarece: 34-29 = 986 < abcd si
34-30 =1020 = 1000
gasim X,y = 30.

1.2.3. Aflati cel mai mare numar natural care Tnmultit cu
27 da ca produs un numar de cinci cifre.

Rezolvare: 27 - x,,iy, = abcde
Prin incercari, gasim x,,,;, = 3703.

1.2.4. Dintr-un saculet cu 9 bile marcate de la 1 la 9
extrag, la intamplare, 5 bile §i notez cu A suma numerelor
inscrise pe bile si cu B suma numerelor inscrise pe bilele
ramase.



Calculati valoarea minimd s$i maxima posibila pentru
diferenta dintre A si B: A-B.

Rezolvare:

min(A—B) =minA—maxB=(1+2+3+4+
5-(6+7+8+9)=15-30=-15

max(A—B) =maxA—minB=(9+8+7+6+
5 —4+3+2+1)=35-10 = 25.

1.2.5. Intr-un siculet se afla 100 de cartonase pe care
sunt scrise diferite numere naturale. Care este numarul minim
de cartonage pe care trebuie sa le scoatem din saculet ca sa fim
siguri ca Intre ele gdsim doud cu numere naturale avand aceeasi
cifra a unitatilor?

Rezolvare: Deoarece cifra unitatilor nu poate lua decat
10 valori: 0, 1, 2,..., 9, daca scoatem 10 + 1 = 11 cartonase,
conform principiului lui Dirichlet, sigur existd cel putin
2 cartonase cu aceeasi cifra a unitatilor.

1.2.6. Intr-o cutie se afld 7 creioane negre si 10 creioane
colorate. Luand la intamplare 9 creioane, care este numarul
minim $i numarul maxim de creioane pe care le putem gasi?

Rezolvare:

Npin = 9 — 7 = 2 creioane colorate

Npax = 9 creioane colorate

1.2.7. Aflati cel mai mare numar natural care se poate
exprima ca o diferentd de doua numere de trei cifre.

Rezolvare: Pentru ca diferenta sa fie maxima,
descazutul trebuie sa fie maxim, iar scazatorul, minim.

Numarul cerut este: 999 — 100 = 899



1.2.8. Daca {a,b,c,d} =1{1,2,3,4}, aflati valoarea
maxima si minima a produsului ab - cd.
Rezolvare: Py, = 1324
Prax = 41-32

1.2.9. Stiind ca x+y =100 si 3 <x <25, aflati
maximul si minimul lui y.
Rezolvare: y = 100 —x,3 < x < 25
Ymin = 100 — X0 = 100 — 25 = 75

Ymax = 100 — xpp;p, = 100 — 3 =97

1.2.10. Aflati cel mai mare si cel mai mic numar natural
care Tmpartit la 6 da restul 3 si impartit la 8 da restul 7.
Rezolvare:
Dinx = 6-¢; + 3 obtinem: x € {3,9,15,21,27,33, ...}
Dinx =8-¢, + 7 gasim: x € {7,15,23, ...}
Deci primul numar ce se regaseste in ambele multimi
(s1 care reprezintd cel mai mic numar care mpartit la 6 da
restul 3 si impartit la 8 da restul 7) este 15.

1.2.11. Aflati cel mai mare si cel mai mic numar natural
de forma abc cu proprietatea ci abc — cha = 198.

Rezolvare: Egalitatea din enunt se scrie:

99(a —c) =198
de unde rezulta: a — c = 2.

Deci abc,,;, = 301, iar abc,,g, = 997.

1.2.12. Intr-o cutie se afld 9 cartonase pe care sunt scrise
numerele: 10,13,14,19,20,27,30,33,34.
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