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PREFATA

Lucrarea de fatd se adreseaza in primul rand studentilor
de la facultatile cu profil economic si cuprinde programa
analitica la disciplina ,,Matematici aplicate in economie”,
"Metode cantitative in studiul pietei", "Metode cantitative in
gestiunea afacerilor" prevazutd in planul de invatamant.
Plecand de la ideea ca un curs scris nu trebuie sa-1 inlocuiasca
pe cel oral (predat in fata studentilor), in text nu au fost
introduse comentarii dense, urmand ca acestea sa fie prezentate
in functie de nivelul studentilor.

Precizez ca definitiile, unele teoreme (enuntul si
demonstratia) au fost preluate din literatura de specialitate fara
modificari intrucit sunt cunoscute (Exemple: Teorema lui Rolle,
Teorema lui Fermat, notatiile lui Monge s.a.m.d.).

De asemenea precizez ca am prezentat si exemple din
literatura de specialitate, in care expresiile sunt simetrice,
rezultatele simple si au fost preferate in locul unor exemple
proprii, punand pe primul plan aspecte de ordin metodic.
Elementele de originalitate se gisesc 1n studiul stabilitatii
sistemelor dinamice, rezultatele realizandu-se si pe baza
deruldrii contractului de cercetare 3C/27.01.2014. Lucrarea
propune teme utile atat economistilor, inginerilor, geografilor
cat si profesorilor. Ea poate servi nu numai la pregatirea
examenului de matematica, ci §i ca sursa de informare dupa
promovarea acestuia.

Cu speranta cd lucrarea se va dovedi utila, autorul
asteaptd cu interes din partea cititorilor orice observatii §i
sugestii pertinente.

Dumitru Bala
Drobeta Turnu — Severin



Capitolul I

Puncte de extrem ale functiilor reale
definite pe o submultime a lui R

Definitia 1.1. Fixdm o functie f: AcR— R. Un punct
x, €A se numeste punct de maxim relativ (respectiv de minim

relativ) al lui f dacd existd o vecindtate U a punctului x, astfel

incat pentru orice xe UNA, sd avem:
f(x)<f(x,) (respectiv f(x)=f(x,))
f (x,) se numeste maxim (respectiv minim) relativ al lui f.
Observatii:
1) Punctele de maxim sau de minim relativ se numesc puncte
de extrem relativ.
2) Daca inegalitatile f(x)<f(x,) (respectiv f(x)>f(x,)) sunt
stricte pentru orice xeUNA, x#x,, se spune cd x, este un
punct de extrem strict.

Definitia 1.2. Valorile functiei in punctele ei de extrem
relativ se numesc extreme relative ale functiei.

Observatii:
1) Faptul ca functia considerata este cu valori reale este esential
(folosindu-se relatia de ordine < pe R).
2) O functie poate s aibd mai multe puncte de maxim si minim
relativ.
3) Un minim relativ poate sa fie mai mare decat un maxim
relativ ceea ce justificd adjectivul ,,relativ”.
4) Valorile sup f(x), 1r€1Af f(x) calculate in R se mai numesc

xeAd

extreme globale ale lui fpe A.



5) Punctele de extrem relativ se mai numesc puncte de extrem
local, deoarece inegalitatile de tipul f(x)<f(x,) (respectiv

f(x) = f(x,) sunt verificate nu neaparat pe intreg domeniul de
definitie al functiei f ci numai in jurul lui x, .

6) Daca marginea M = sup f(x) este atinsa, atunci orice punct x

xeA

astfel incat f(x ,) = M va fi un punct de maxim (nu neaparat strict).
7) Se poate intampla ca x, sa fie un punct de maxim si totusi
f(x,) <M.
8) Daca marginea superioard sup f(x) nu este atinsd pe
multimea A, atunci se poate ca functia sd nu aiba puncte de
maxim.

Teorema lui P. Fermat. Fie x , €I un interval deschis si

xo un punct de extrem (relativ) al unei functii f:I—>R. Daca f
este derivabila in punctul x ,, atunci f'(x,)=0.

Demonstratia in [22] la pagina 152.

Observatii:
1) Daca I nu ar fi fost interval deschis, de exemplu I=[a,b] si
X,=a (sau x,=b), atunci teorema nu ar fi fost adevaratd pentru

ca f(x) nu ar fi fost definitd pentru x < a, respectiv pentru x > b.
2) Reciproca teoremei lui Fermat este in general falsa.
Demonstratia se face dand un contraexemplu:
f(x)=x%; ' (x)=3x* f'(0)=0 nu rezultd x,=0 punct de

extrem local pentru ca f este strict crescatoare.
3) Teorema lui Fermat da conditii necesare de extrem, dar nu si
suficiente.
4) Interpretarea geometrica a teoremei lui Fermat.

In conditiile enuntului, intr-un punct de extrem, tangenta la
grafic este paraleld cu axa Ox.
5) Dacé f:I—>R este o functie derivabila pe un interval deschis
I, atunci zerourile derivatei f pe I sunt numite si puncte critice
ale lui fpe L.



6) Teorema lui Fermat afirma ca punctele de extrem local sunt
printre punctele critice.

Teorema lui M. Rolle. Fic f:[a,b] >R, a<b o functie
Rolle astfel incat f(a)=f(b), atunci existd cel putin un punct
ce(a,b) astfel incat f'(c)=0.

Definitia 1.3. O functie f:[a,b]>R(a<b) se numeste
functie Rolle daca este continua pe intervalul deschis (a,b).

Corolar 1.1. Intre doud zerouri ale unei functii
derivabile pe un interval se afla cel putin un zero al derivatei.

Teorema lui Darboux. Daca fiI—>R este o functie
derivabild pe un interval I, atunci derivata sa f' are proprietatea

lui Darboux adica nu poate trece de la o valoare la alta fara a
trece prin toate valorile intermediare.

Corolar 1.2. Fie f:I>R o functie derivabild pe un
interval 1. Daca derivata f'nu se anuleaza pe I, atunci f' are
semn constant pe I.

Teorema 1.1. Fie f o functie derivabila de n ori, n>2,
intr-un punct ael, astfel incat:

[ (@=0, f" (2)=0,....f("")(@) = 0, (" )(a) # 0.

1) Daca n este par, atunci a este punct de extrem al lui f;

dacid £ (a)<0 atunci a este punct de maxim, iar daci £ (a)>0,
atunci a este un punct de minim.

2) Daca n este impar, iar a este punct interior al intervalului I,
atunci a nu este punct de extrem al functiei f.

Demonstratie. Deoarece primele n—1 derivate se
anuleaza in a, formula lui Taylor, de ordinul n, in punctul a, se
scrie, pentru x e [

(x— a)”

£ = fay+ =D oy + (29 o,
n:

unde:
lim a(x)=0 si a(a)=0,

atunci,



) fa)= "9 “) [£ (a)ta(x)].
Deoarece lim (x(x)—O, avem:
lim o [f” (a) + a(x)] = £ (a).

Daci £ (a)<0, existid o vecinitate V a lui a astfel ca:
£ (a)+a(x)<0, pentru xe V.
Daca n este par, avem (x—a)" >0, pentru orice x € I, deci:
Daca £ (a)>0, atunci f" (a)+a(x)>0 pentru orice xeV, de
unde rezulta ca:
f(x)—f(a)< 0 sau f(x)>f(a), pentru xeV,
adicd a este un punct de minim.
Daca " (a)<0 atunci " (a)+a(x)<0 pentru xeV, de unde
rezulta ca f(x)—f(a)<0 sau f(x)<f(a) pentru xeV, adica a este
un punct de maxim.
Sa consideram acum cazul cand a este un punct interior al
intervalului I, iar n este impar.
Atunci (x-a)" <0 daca x<a si (x-a)" >0 daca x>a, deci:
dacd £ (a)>0, atunci £ (a)+a(x)>0, pentru xeV, de unde
rezultd ca:
f(x)—f(a)<0 adica f(x)<f(a), daca x<a,xeV,
f(x)-f(a)>0 adica f(x)>f(a), daca x>a,xeV
si deci a nu este un punct extrem;
daci " (a)<0 atunci:
f(x)>f(a), daca x<a,xeV,
f(x)<f(a), daca x>a, xeV
si deci nici 1n acest caz a nu este punct extrem.

Observatie:
Deoarece f"(a) exista, rezultd ca f' existd Intr-o intreaga

vecinatate a lui a. Daca n este par, iar a este punct interior al
intervalului I, atunci derivata f'are semne diferite de o parte si

de alta a lui a. Intr-adevar, daca ar avea acelasi semn intr-o
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vecinatate a lui a, atunci f ar fi strict monotona In aceastd
vecinatate si deci a n-ar mai fi punct extrem al lui f.

Corolarul 1.3. Fie f o functie derivabila de doua ori in
punctul ael, astfel incat f'(a)=0si1 f" (a)# 0.
Daca " (a)<0, atunci a este punct de maxim.
Daca f" (a)>0, atunci a este punct de minim.
Corolarul urmator stabileste o proprietate reciproca:

Corolarul 1.4. Daca f este derivabila de doud ori intr-un
punct interior ael si daca f are in a un minim, atunci f" (a)>0,

iar daca f are in a un maxim atunci /" (a)<0.

Sa presupunem ca a este un punct de minim, deci f”(a)=0.
Daca am avea f"(a)<0, atunci din corolarul precedent ar
rezulta cad a este un punct de maxim si am ajunge la o
contradictie. Asadar f" (a)>0.

La fel se demonstreaza ca daca a este un punct de maxim,
atunci " (2)<O0.

Corolarul 1.5. Daca f este derivabila de trei ori in
punctul interior ael si daca f'(a)=0, f"(a)=0, f"(a)#0,
atunci a nu este punct de extrem al functiei f.

Observatie:
In cazul cand n este impar, tangenta la grafic in punctul (a, f(a))
este paralela cu axa Ox si traverseaza graficul. Un asemenea
punct, in care tangenta traverseaza graficul se numeste punct de
inflexiune.
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Capitolul 11
Functii reale de mai multe variabile reale

Se stie ca R" este multimea sistemelor ordonate de n
numere reale, adica:

R“={ x=(x1,x2,....xn)|x,.eR;i=1,2...,n }
Produsul scalar

V este K spatiu vectorial.
Definitia 2.1. Se numeste produs scalar pe V o aplicatie
@: VXV —=K care satisface urmdatoarele axiome:

1) p(V,W) = p(w,v) Vv,weV
2) p(av,w) = ap(v,w) Y aek, VvyweV
3) o(uv+tw) = ou,v) + puw) Yuvwe V

Daca in plus o(v,w)=0, vweV =v=0, atunci produsul se
numeste nedegenerat.
Notam: ¢ =<, >sau ¢(v,w) =<v,w>sau ¢(v,w)=v-w

Exemplul 2.1.
V=K" <,>:VxV->K

n

<X,y>= xiyi <x,y>ekK
i=1
X=(X1,X2,.... ,Xn) € V
y:(yl,}’Z,----,yn)EV
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