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Characterization of finite extensions / Caractérisation des
extensions finies

El Hassane Fliouet

Abstract. In this note we are interested in finite extensions. In addition, we give a necessary

and sufficient condition for that a separable extension be finite. Also, by means of invariant
we characterize the purely inseparable extensions.
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1. Introduction

Dans cette note on s’intéresse aux extensions finies. En outre, on donne une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu’une extension séparable soit finie. Plus précisément,
soit L/k une extension séparable. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) L/k est finie.

(2) Il existe un entier m tel que tout polynôme irréductible de k[X] admet au plus
m diviseurs irréductibles dans L[X].

Egalement, au moyen d’invariant on caractérise les extensions purement insépara-
bles. En particulier, on montre pour qu’une extension algébrique K/k soit purement
inséparable il faut et il suffit que tout polynôme irréductible de k[X] admet un et un
seul diviseur irréductible dans K[X].

2. Degré de factorisation d’un polynôme

Désormais, et sauf mention expresse du contraire, nous emploierons les notations
suivantes :

℘(k) désigne l’ensemble des polynômes irréductibles de k[X].

Pour toute extension algébrique K/k, Ks désigne la clôture séparable de K/k,
et [K : k]s = [Ks : k] le degré de séparabilité de K/k.

irr(α, k) désigne le polynôme minimal de α sur k.

Enfin, nous attirons l’attention que tous les corps considérés dans ce papier sont
des sous-extensions d’une clôture algébrique Ω/k.

Définition 2.1. Soient L un corps commutatif, et P un polynôme de L[X]. On
appelle degré de factorisation du polynôme P relatif à L, et que l’on note df (P,L), le
nombre de diviseurs irréductibles de P dans L[X].
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Définition 2.2. On appelle degré de factorisation d’une extension L/k, et que l’on
note df (L/k), l’invariant sup

P∈℘(k)

(df (P,L)).

Remarque 2.1.

(1) df (P,L) permet de mesurer le niveau d’irréductibilité du polynôme P dans L[X].

(2) df (L/k) permet de mesurer le niveau de factorisation des polynômes irréductibles
de k[X] dans L[X].

(3) Soient k ⊆ L ⊆ K des extensions algébriques. On vérifie immédiatement que
df (P,L) ≤ df (P,K), pour tout polynôme P de k[X]. En particulier, df (L/k) ≤
df (K/k).

(4) df (P,L) = j si et seulement si P se décompose en produit de facteurs irréductibles
dans L[X] sous la forme P = P e1

1 · · ·P ej
j .

Exemple 2.1. Considérons l’extension L = Q(
√
2), et le polynôme P = X2 − 2.

On a P est irréductible dans Q[X], et P se décompose dans L[X] sous la forme

P = (X −
√
2)(X +

√
2), donc df (P,L) = 2. On verra plus tard que df (L/Q) = 2 (cf.

Proposition 3.1 ci-dessous). Comme conséquence, tout polynôme irréductible de Q[X]
soit il est irréductible dans L[X], soit il se décompose en produit de deux facteurs
irréductibles dans L[X]. Ce résultat se généralise à toute extension quadratique de Q.

Le niveau de factorisation d’un polynôme est stable relativement aux extensions
purement inséparables comme le montre le résultat suivant :

Proposition 2.1. Soit L/k une extension purement inséparable de caractéristique
p > 0, alors tout polynôme irréductible de k[X] admet un et un seul diviseur irréductible
dans L[X]. En particulier, df (L/k) = 1.

Preuve. Soient P ∈ ℘(k), et θ une racine de P dans une clôture algébrique Ω/k, donc
P = irr(θ, k). Soit P1 = irr(θ, L), écrivons P1 = a0+a1X+· · ·+ad−1X

d−1+Xd, où les
ai sont des éléments de L. D’où P1 est irréductible dans k(a0, · · · , ad−1) = L0, et L0/k

est finie. Comme L0/k est purement inséparable, il existe un entier e tel que Lpe

0 ⊆ k.

Il en résulte que P pe

1 ∈ k[X], (P1
pe

(X) = ap
e

0 + ap
e

1 Xpe

+ · · ·+ ap
e

d−1X
(d−1)pe

+Xdpe

d ).

Or, P pe

1 (θ) = 0 et P1 ∈ ℘(L) , on en déduit que P est une puissance de P1 ; où encore
P1 est le seul diviseur irréductible de P dans L[X]. En particulier, df (L/k) = 1. �

Comme conséquence, le résultat ci-dessous permet de ramener l’étude du niveau
de factorisation d’un polynôme aux cas des extensions séparables.

Proposition 2.2. Soient L/k une extension algébrique, et Ls/k la clôture séparable
de L/k, on a df (L/k) = df (Ls/k).

Preuve. Immédiat, il suffit de remarquer que L/Ls est purement inséparable. �

3. Résultats principales

Le résultat suivant caractérise le niveau de factorisation des extensions finies.

Proposition 3.1. Soient L/k une extension finie, et ns le degré de séparabilité de
L/k. Tout polynôme irréductible de k[X] admet au plus ns diviseurs irréductibles dans
L[X]. Plus précisément, df (L/k) = [L : k]s.
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Pour la preuve de cette proposition, on se servira du résultat suivant :

Soit N/k une extension galoisienne finie. D’après le théorème de l’élément primitif,
il existe θ ∈ N tel que N = k(θ) (cf. [4], p. 56, corollary 5.7). Soient P = irr(θ, k),
(donc P est scindé sur N), et n = [N : k]. �

Une étude détaillée autour des extensions algébriques se trouve dans [1], [2], [3],
[4], [5].

Lemme 3.1. Sous les notations ci-dessus, pour toute sous-extension L/k de degré e
de N/k, le polynôme P se décompose en e facteurs irréductibles dans L[X], c’est-à-
dire df (P,L) = [L : k] = e.

Preuve. Puisque N/k est galoisienne, donc P est séparable. Par conséquent, le po-
lynôme P se décompose en facteurs irréductibles dans L[X] sous la forme P =
P1 · · ·Pi. Pour tout 1 ≤ j ≤ i, soient θj une racine du polynôme Pj dans une clôture
algébrique Ω/k, et nj = d◦(Pj). Comme P est scindé sur N , alors N = k(θj). Il en
résulte que n = [N : k] = [k(θj) : k] = [k(θj) : L][L : k] = d◦(Pj)e = e.nj . D’où

nj =
n

e
; et par suite n = d◦(P ) =

j=i∑
j=1

d◦(Pj) =

j=i∑
j=1

nj =
in

e
. On en déduit que

i = e = [L : k], où encore df (P,L) = [L : k]. �
Remarque 3.1. Soient L/k une extension séparable finie, et N/k la clôture normale
de L/k, donc N/k est galoisienne finie. D’où N = k(θ), (θ ∈ N). D’après le lemme
précédent, on conclut que [L : k] = df (P,L) ≤ df (L/k), où P = irr(θ, k).

Preuve de la Proposition 3.1. Compte tenu de la Proposition 2.2, on se ramène au
cas où L/k est séparable. Soient P ∈ ℘(k), et P = P e1

1 · · ·P ei
i la décomposition de

P en facteurs irréductibles dans L[X]. Pour tout 1 ≤ j ≤ i, soit θj une racine de
Pj dans une clôture algébrique Ω/k. Notons Lj = L(θj), e = [L : k], d◦(P ) = n, et
d◦(Pj) = nj . On a [k(θj) : k] ≤ [L(θj) : k] = [L(θj) : L][L : k], c’est-à-dire n ≤ enj ;

où encore
n

e
≤ nj . Par suite,

in

e
≤

j=i∑
j=1

nj ≤
j=i∑
j=1

njej =

j=i∑
j=1

d◦(P ej
j ) = d◦(P ) = n. Il

en résulte que i ≤ e, où encore df (P,L) ≤ [L : k]. D’après la remarque précédente, on
obtient df (L/k) = [L : k]. �

A l’aide d’invariant le résultat ci-après caractérise les extensions purement insépar-
ables.

Théorème 3.1. Soient L/k une extension algébrique, et Ls/k la clôture séparable de
L/k. Alors :

(1) df (L/k) = [L : k]s.

(2) Ls �= k si et seulement si 1 �= df (L/k).

(3) Ls/k est infinie si et seulement si il en est de même de df (L/k).

(4) df (L/k) = 1, si et seulement si L/k est purement inséparable.

Preuve. Immédiat, il suffit de remarquer que toute sous-extension séparable finie L1/k
de L/k vérifie [L1 : k] = df (L1/k) ≤ df (L/k). �

On a aussitôt :

Corollaire 3.1. Soit L/k une extension finie. On a df (L/k) ≤ [L : k], et il y a
l’égalité si et seulement si L/k est séparable.
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Preuve. Immédiat. �
Le résultat ci-dessous donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une

extension séparable soit finie.

Théorème 3.2. Soit L/k une extension séparable. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) L/k est finie.

(2) Il existe un entier m tel que tout polynôme irréductible P de k[X] admet au plus
m diviseurs irréductibles dans L[X].

(3) df (L/k) est finie.

Preuve. Il est clair que les assertions (2) et (3) sont trivialement équivalentes. En
vertu du théorème 3.1, on a df (L/k) = [L : k]s = [Ls : k] = [L : k]. �

Comme conséquence, on a :

Corollaire 3.2. Soient L/k une extension algébrique, et Ls/k la clôture séparable de
L/k. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) df (L/k) est fini.

(2) df (Ls/k) est fini.

(3) Ls/k est finie.

Preuve. Immédiat. �

4. Applications

Proposition 4.1. Soient k ⊆ L1 ⊆ L2 des extensions finies. Alors :

(1) df (L1/k) ≤ df (L2/k), et il y a l’égalité si et seulement si L2/L1 est purement
inséparable.

(2) df (L2/L1) ≤ df (L2/k), avec l’égalité si et seulement si L1/k est purement
inséparable.

Preuve. Soient S1 et S2 les clôtures séparables respectivement de L1/k et L2/k, donc
S1 = S2 ∩ L1. En vertu du théorème 3.1, df (L1/k) = [S1 : k] ≤ [S2 : k] = df (L2/k),
avec l’égalité si et seulement si S1 = S2 ; où encore L2/L1 est purement inséparable.
De même, on a L1(S2) est la clôture séparable de L2/L1. Par suite, df (L2/L1) =
[L1(S2) : L1] ≤ [S2 : k] = df (L2/k), et il y a l’égalité si et seulement si L1/k et
S2/k sont k-linéairement disjointes. Il en résulte que S2 ∩ L1 = k, où encore L1/k
est purement inséparable. Inversement, L1/k et S2/k sont k-linéairement disjointes,
si L1/k est purement inséparable. �

La linéarité disjointe respecte le niveau d’irréductibilté d’une extension comme le
montre le résultat ci-dessous :

Proposition 4.2. Soient L1/k et L2/k deux sous-extensions séparables finies d’une
même extension K/k. On a :

(1) df (L1(L2)/k) ≤ df (L1/k) + df (L2/k), et il y a l’égalité si et seulement si L1/k
et L2/k sont k-linéairement disjointes.

(2) df (L1(L2)/L1) ≤ df (L2/k), et il y a l’égalité si et seulement si L1/k et L2/k
sont k-linéairement disjointes.

Preuve. Immédiat. �
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On lacunary strongly almost convergent double sequences of
fuzzy numbers

Binod Chandra Tripathy and Mausumi Sen

Abstract. In this paper we introduce the concept of lacunary almost convergence and la-
cunary strongly almost convergence for double sequence spaces of fuzzy numbers. We obtain
some results related to these concepts.
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1. Introduction

The concept of fuzzy sets was first introduced by L.A. Zadeh in 1965. Later on
fuzzy logic became an important area of research in various branches of mathematics
such as metric and topological spaces by Kaleva and Seikkala [1], Tripathy and Ray
[21], Tripathy and Debnath [14], theory of functions by Wu [25], approximation theory
by Anastassiou [1], and many others in different directions. Fuzzy set theory also finds
its applications for modelling uncertainty and vagueness in various fields of science and
engineering, e.g. computer programming by Giles [5], nonlinear dynamical systems
by Hong and Sun [7], population dynamics by Barros et.al. [2], control of chaos by
Fradkov and Evans [4], quantum physics by Madore [9], and many others. It attracted
workers on sequence spaces to introduce different types of classes of sequences of fuzzy
numbers.

A fuzzy real number X is a fuzzy set on R, i.e. a mapping X : R → L(= [0, 1])
associating each real number t with its grade of membership. The α - level set of
a fuzzy real number X, for 0 ≤ α ≤ 1 denoted by [X]α is defined by [X]α = {t ∈
R : X(t) ≥ α}. A fuzzy real number X is called convex if X(t) ≥ X(s) ∧ X(r) =
min(X(s), X(r)), where s < t < r. If there exists t0 ∈ R such that X(t0) = 1 then
the fuzzy real number X is called normal. A fuzzy real number X is said to be upper
semi-continuous if for each ε > 0, X−1([0, a + ε)), for all a ∈ L is open in the usual
topology of R. The set of all upper semi-continuous, normal, convex fuzzy numbers
is denoted by L(R). Every real number r can be expressed as a fuzzy real number r̄
as follows:

r̄(t) =

{
1 if t = r,
0 otherwise.

A fuzzy real valued double sequence X = (Xnk) is a double infinite array of fuzzy real
numbers, i.e. Xnk ∈ L(R), for all n, k ∈ N.

Let E be the set of all closed bounded intervals X = [XL, XR]. Let d(X,Y ) =
max(|XL − Y L|, |XR − Y R|). Then (E, d) is a complete metric space.

Received April 23, 2013. Revised December 18, 2013.
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Let d̄ : L(R)× L(R) → R be defined by

d̄(X,Y ) = sup
0≤α≤1

d([X]α, [Y ]α), X, Y ∈ L(R).

Then d̄ defines a metric on L(R).
The sequences of fuzzy numbers have been investigated by Tripathy and Baruah

[10], Tripathy and Borgohain ([11], [12]), Tripathy and Das [13], Tripathy and Dutta
([15], [16], [17], [18]), Tripathy and Sarma ([22], [24]) and many others.

The initial work on double sequences of real or complex terms is found in Bromwich
[3]. The notion of regular convergence of double sequences of real or complex terms
is introduced by Hardy [6]. Some works on double sequences on crisp set are due to
Tripathy and Sarma [23] and others. Tripathy and Dutta ([15], [16]) Tripathy and
Sarma [24] introduced and investigated different types of fuzzy real valued double
sequence spaces.

The aim of this present paper is to introduce and investigate lacunary almost
convergence and lacunary strongly almost convergence of double sequences of fuzzy
numbers and obtain some important results on them. Different classes of lacunary
sequences have been introduced and investigated from different aspects by Tripathy
and Baruah [10], Tripathy and Dutta [18], Tripathy and Dutta [19], Tripathy and
Mahanta [20] and others.

2. Definitions and preliminaries

A double sequence θr,s = {(kr, ls)} is called double lacunary if there exists two
increasing sequences of integers {kr} and {ls} such that

k0 = 0, hr = kr − kr−1 → ∞ as r → ∞

and l0 = 0, ĥs = ls − ls−1 → ∞ as s → ∞.

Throughout we denote kr,s = krls, hr,s = hrĥs for all r, s ∈ N ∪ {0}; qr =
kr

kr−1
,

q̂s =
ls

ls−1
, qr,s = qr q̂s. Intervals determined by θr,s are denoted by Ir,s = {(k, l) :

kr−1 ≤ k ≤ kr and ls−1 ≤ l ≤ ls}. Also, ĥr,s = krls−kr−1ls−1. θ = θ̂r,s is determined

by Îr,s = {(k, l) : kr−1 < k ≤ kr or ls−1 < l ≤ ls} \ (I1 ∪ I2), where I1 = {(k, l) :
kr−1 < k ≤ kr and ls < l < ∞}, I2 = {(k, l) : ls−1 < l ≤ ls and kr < k < ∞}.

Denote

Bm,n
α,β = {(i, j) : α < i ≤ α+m or β < j ≤ β + n} \ (I1B ∪ I2B),

where I1B = {(i, j) : β < j ≤ β + n and α + m < i < ∞}, I2B = {(i, j) : α < i ≤
α+m and β +m < j < ∞},
Ax,y

α,β = {(i, j) : α+xhr < i ≤ α+(x+1)hr or β+yĥs < j ≤ β+(y+1)ĥs}\(I1A∪I2A),

where I1A = {α+ xhr < i ≤ α+ (x+ 1)hr and β + (y + 1)ĥs < j < ∞}, I2A = {(i, j) :
β + yĥs < j ≤ β + (y + 1)ĥs and α+ (x+ 1)hr < i < ∞}.
Definition 2.1. A fuzzy real valued double sequence X = 〈Xnk〉 is said to be almost
convergent to the fuzzy real number X0, if

P − lim
n,k

1

nk
d̄(Xn+r,k+s, X0) = 0, uniformly in r, s ≥ 0.
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Definition 2.2. A fuzzy real valued double sequence X = 〈Xnk〉 is said to be strongly
almost convergent to the fuzzy real number X0, if

P − lim
n,k

1

nk

n,k∑
i,j=1,1

d̄(Xi+r,j+s, X0) = 0, uniformly in r, s ≥ 0.

Throughout, 2Ĉ
F , 2Ŝ

F denote the set of all almost convergent and strongly almost
convergent fuzzy real valued double sequences respectively. Consider the set

2S
F
θ = {X = (Xnk) : P − lim

r,s

1

hr,s

∑
(i,j)∈Ir,s

d̂(Xi+r,j+s, X0) = 0,

uniformly in r, s ≥ 0, for some X0 ∈ L(R)} .
It follows from the following example that 2Ŝ

F �=2 SF
θ .

Example 2.1. Let θr,s be such that {ls} is a lacunary sequence of even integers.
Consider the sequence (Xnk) defined by: for all n ∈ N and for all k = 2n

Xnk(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 +

t

n+ k
, for − (n+ k) ≤ t ≤ 0,

1− t

n+ k
, for 0 ≤ t ≤ n+ k,

0, otherwise,

otherwise Xnk = 0̄.

Then (Xnk) ∈ 2S
F
θ but (Xnk) /∈ 2Ŝ

F .

Now consider the sequence (Xnk) defined by: for n = 1, 2, . . . . . . ,
√

hr,s, Xnl = n̄,
otherwise Xnk = 0̄. Then

P − lim
r,s

1

hr,s

∑
(i,j)∈Ir,s

d̄(Xi+r,j+s, 0̄) = P − lim
hr,s

1

hr,s

√
hr,s(

√
hr,s + 1)

2
�= 0.

So (Xnk) /∈ 2S
F
θ but (Xnk) ∈ 2Ŝ

F .

Now we consider the following classes of sequences replacing hr,s and Ir,s by ĥr,s and

Îr,s respectively.

Definition 2.3. A fuzzy real valued double sequenceX = 〈Xnk〉 is said to be lacunary
almost convergent to the fuzzy real number X0, if for every ε > 0

P − lim
r,s

1

ĥr,s

|{(n, k) ∈ Îr,s : d̄(Xn+r,k+s, X0)}| = 0, uniformly in r, s ≥ 0,

where the vertical bars denote the cardinality of the enclosed set.

Definition 2.4. A fuzzy real valued double sequenceX = 〈Xnk〉 is said to be lacunary
strongly almost convergent to the fuzzy real number X0, if

P − lim
r,s

1

ĥr,s

∑
(i,j)∈Ir,s

d̄(Xi+r,j+s, X0) = 0, uniformly in r, s ≥ 0.

Let 2Ŝ
F
θ , 2M̂

F
θ denote the sets of all lacunary almost convergent and lacunary

strongly almost convergent fuzzy real valued double sequences respectively.


