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Prefata

Examinarea din punct de vedere stiintific a unor clase foarte largi de
fenomene fizice si mecanice se face de regula cu ajutorul unor modele
matematice, care sunt date sub forma unor ecuatii operatoriale. Studiul
existentei solutiei pentru aceste ecuatii (eventual a unicitatii acesteia), a
stabilitatii ei in anumite conditii, constituie provocari matematice nu tocmai
ugor de indeplinit.

In aceasti lucrare ne propunem s§ analizim un tip de ecuatii
operatoriale create cu ajutorul unei clase de operatori integro-diferentiali
autoadjuncti dar si neautoadjuncti. Deoarece pentru cercetarea unor
asemenea ecuatii operatoriale sunt necesare cunostinte de analiza
matematica, analiza functionala, de algebra liniara si elemente de
topologie, am considerat necesar ca in primele trei capitole ale cartii sa
introducem principalele concepte si rezultate matematice necesare in
elaborarea rezultatelor din ultimele doua capitole, care inglobeaza cercetari
stiintifice proprii, de ultim moment.

Primul capitol prezinta cateva elemente generale despre spatiile Hilbert,
precum si despre operatorii liniari si continui definiti pe aceste spatii.

Al doilea capitol l-am dedicat analizei spectrale a unor clase largi de
operatori liniari, anume operatorii autoadjuncti. Determinarea valorilor si
vectorilor proprii pentru astfel de operatori are o importanta deosebita in
studiul fenomenelor elastice din mecanica. Tot in acest capitol am
prezentat si o modalitate de reprezentare sub forma integrala a unui
operator autoadjunct.

Intrucat singurii operatori care pot fi extingi la operatori autoadjuncti
sunt operatorii simetrici si pozitiv definiti, am alocat acestei extensii si
proprietatilor aferente, continutul capitolului al treilea.

In capitolul patru am cercetat spectrul punctual pentru o clasi de
operatori integro-diferentiali care sunt intalniti in fenomene mecanice. Studiul
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spectral a fost facut atat pentru operatori autoadjuncti cat si neautoadjuncti.

Ultimul capitol al cartii l-am dedicat cercetarii absentei valorilor proprii
pentru aceeasi clasa de operatori integro-diferentiali cu coeficienti constanti,
dar si periodici.

Autorii isi exprima recunostinta lor pentru discutiile si observatiile utile
facute in legatura cu continutul acestei carti de domnul Prof. dr. ing.
Dumitru Nicolae, Decanul Facultatii de Mecanica din cadrul Universitatii
din Craiova.

Multumirile noastre se indreapta si catre colegul si prietenul nostru
Cialenco Igor, Associate Professor la Illinois Institute of Technology
(Department of Applied Mathematics), USA, pentru ajutorul primit in
conceperea gi redactarea unor aspecte ale teoriilor expuse in carte.

Autorii



Capitolul 1

Spatii Hilbert.

1.1 Spatii Banach. Spatii Hilbert.

Pentru inceput prezentam o modalitate generala de definire a unui spatiu
Banach, iar ulterior ne vom ocupa mai pe larg de o clasa particulara a
acestora gi anume spatiile Hilbert. Acestea din urma reprezinta generalizarea
cea mai apropiata a spatiilor euclidiene, deoarece aspectele geometrice pe care
le putem aborda cu ajutorul lor sunt asemanatoare cu cele din
geometria euclidiana.

Avand in vedere ca in lucrarile [22], [27-28], [33-35], [49-52], [56-57] si [60]
este realizatd o descriere detaliatd a notiunilor generale care tin de Spatii
Hilbert, ortogonalitate in spatii Hilbert, operatori definiti in spatii Hilbert,
etc, vom aborda si noi o prezentare similara, dar pe scurt, a acestor notiuni.

Definitie 1.1.1. Consideram K un spatiu vectorial. O aplicatie notata
cu d gi definitd pe K x K — R, , se numegte metrica (sau distantd) in IC,
daca:

1) d(z,y) = 0 dacd si numai daca x =y, pentru orice z, y din K;

2) d(z,y) = d(y,z), pentru orice x, y din K;

3) d(z,y) <d(x,z)+d(z,y), pentru orice x, y, z din K.

Perechea (IC, d) se numeste spatiu metric.

d
d

Definitia 1.1.2. Fie un spatiu vectorial KC peste corpul de scalari K = R
sau C. O aplicatie ||| : K — R se numeste normd pe K daca sunt verificate
urmatoarele conditii:

1) ||z|| = 0 daca si numai daca x = 0, unde 0 este vectorul nul din K;

2) ||z + y|| < ||=]| + ||lyll, pentru orice x, y din K;
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3) |[Az|| = |A| - ||=||, pentru orice A € K si oricare x din K.

Perechea (K, ||||) o vom numi spatiu normat.

Definitia 1.1.3. Un sir de elemente (2,,) )<, -0 din K se numeste sir
Cauchy, daca pentru orice ¢ > 0, exista N, astfel incat daca n,m > N,
atunci

||$n - $m|| <e,

sau altfel spus girul (x,,) din K este Cauchy daca

0<n<oooo

lim ||z, — x| =0.
n — oo
m — oo

Definitie 1.1.4. Un sir de elemente (x,)
convergent in K, daca exista xy € IC astfel incat

0<n<oose dil K se numeste

lim ||z, — x| = 0.
n—oo

Definitia 1.1.5. Un spatiu vectorial normat K se numegte spatiu Banach
dacd orice gir Cauchy este convergent catre un element al spatiului vectorial
IC. Asadar, un spatiu Banach este un spatiu normat si complet (ca spatiu
metric).

Definitia 1.1.6. Fie K un spatiu vectorial peste corpul de scalari K.
O reguld notatd prin (-,-), definitd pe K x K — K, care asociaza oricdrei
perechi de vectori z,y din K un scalar (z,y) din K, se numegte produsul
scalar al vectorilor x,y daca:

1) (z,y) = (y,x) pentru orice x,y € K, iar (y, ) reprezints conjugatul
Iui (z,y);

2) (v,y+z2)=(z,y)+ (z,2), pentru orice z,y, z € K;

3) (x,\y) = X\(x,y), pentru orice z,y € K si A € K;

4) (z,z) > 0, pentru orice x € K, = # 0.

Definitie 1.1.7. Dacd K = R (respectiv K = C), atunci K se numegte
spatiu vectorial euclidian (respectiv unitar).

Definitie 1.1.8. Un spatiu vectorial K se numegste inchis daca orice sir
convergent de vectori {x,}, . din K are limita de convergenta tot un vector
x din K.

Proprietatea 1.1.1. Fie K un spatiu vectorial euclidian (sau unitar).
Aplicatia |||| : K — K, definita prin
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2]l = v/ (z, z)
este o norma pe K.
Conditiile 1) gi 3) din definitia normei se demonstreazi cu usurinta
printr-o simpla verificare.

Demonstrim conditia 2). In acest sens avem nevoie de un rezultat auxiliar
cunoscut sub numele de Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz, data de:

| 9)] < =l - lyll

pentru orice z, y din .
Inegalitatea
este adevarata pentru orice vector x — Ay, unde \ este un scalar oarecare din

corpul de scalari K.
Dezvoltand produsul scalar din partea stanga obtinem:

(z,2) = Ay, 2) = Xa,y) + [N (y,y) > 0.

In particular, dac lufm \ = gz; (am presupus ca y # Ox) obtinem:
2 2 2
SN 07 [0 WP [0
(v,9) (v,9) (v,9)

ceea este echivalent cu inegalitatea cautata. Daca y = O, atunci inegalitatea
devine o egalitate gi este de asemenea adevarata.

Demonstram conditia 2) din definitia normei.

Avem

lz+yl* =@ +y.2+y) = (z,2)+ (y,y) + 2Re (z,y) <
< (z,7) + (y,y) + 2|Re (z,y)| < (z,2) + (y,y) + 2[(z,y)| <
< (z,2) + (y.y) + 2zl 1yl = (=l + lyl)?,

adicd [|lz +y < [l=]| + [lyl-
Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz in spatiul vectorial R,, = R x
... X R, inzestrat cu produsul scalar definit prin

(z,y) = Z M
i=1
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are forma

PRI DN DI
j=1 j=1 j=1

unde = = (£1,&,,...,&,) sty = (11,79, ..., n,,) sunt vectori din R,
Aceeasi inegalitate, dar in spatiul R (a,b) al functiilor reale gi continue
pe intervalul (a, b), inzestrat cu produsul scalar

are forma

b b b

/x(t)y(t)dtg /aﬂ(t)dt /y2(t)dt,

a a a

unde x = z (t) si y = y (t), sunt functii reale gi continue pe intervalul (a,b).

Definitie 1.1.9. Un spatiu Hilbert ‘H este un spatiu Banach K in care
norma este datd de un produs scalar definit pe K. Adicd existd (-, -) produs
scalar astfel incat

o]l = v/ (z, z).

Un exemplu de spatiu Hilbert il constituie multimea girurilor

1= {5 = (€1, ) ' I€® =" 16 < oo} ,
=1

inzestrata cu produsul scalar dat de regula

i=1

unde 17 = (9, 7,, ...) este un gir din /2.

Observatie 1.1.1. Fie 2 o multime deschisa din R™. Daca o proprietate
are loc peste tot in 2, mai putin pentru elementele unei multimi de masura
nuld, atunci spunem ca acea proprietate este adevarata aproape peste tot
(a.p.t.) in 2 (am presupus cunoscute notiunile de méasurd Lebesgue).
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Prezentam in continuare un alt exemplu de spatiu Hilbert. In acest sens,
consideram pentru inceput multimea

LQ(Q):{JC:Q_)R 'fmz‘isurabilf‘igi /f2dx<oo},
Q

care inzestrata cu operatiile de adunare a functiilor si de inmultire a acestora
cu scalari din R, are o structura de spatiu vectorial.

Pentru demonstratie, consideram doud functii f, g din Ls (£2). Pe baza
inegalitatii

[f () +g(2)* <2 [f? (z) + ¢ (z)] , pentru orice z € Q,
avem ca
/Q[f(x) +g(x))dr <2 [/QfQ(x)dx+/ng(x)dx] < 0.
Asadar f+g € Ly (2).
Daci A € Rsi f € Ly (Q), atunci A\f € Ly (R2). In concluzie Ly () este

un spatiu vectorial real.
In plus, stim cd pentru orice f, g din Ls (£2) este adevarata inegalitatea

[1f (#)] — g ()] > 0, pentru orice & € €,

ceea ce ne conduce la concluzia ca urmatoarea inegalitate este adevarata

[f () g ()] < % [f?(z) + ¢° ()] , pentru orice = € Q.

Ca urmare a inegalititii anterioare, are sens sa definim pe Ly (€2) produsul
scalar (+,+) : Ly () x Ly (2) — R, dat de regula

(f,g9) = /Qf () g (z) dz, pentru orice f,g din Ly ().

Pe baza acestui produs scalar introducem pe Ls (§2) urmatoarea norma

Ifll = /Qf2 () dx, pentru orice f din Lo (92).

Avand in vedere cele prezentate anterior, se arata destul de simplu ca
spatiul vectorial Ly (€2) este un spatiu Hilbert.





