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Cuvant inainte

Lucrarea de fata se adreseaza studentilor de la facultatile cu profil de
stiinte aplicate, dar in special studentilor din anul | de la Facultatea de Chimie,
care au in planul de Invatimant disciplina Matematica.

Ea este Tnsa utila tuturor celor care folosesc matematica in activitatea
lor pentru ca trebuie privitd in contextul predarii interdisciplinare, care
implicd stabilirea si folosirea unor conexiuni intre limbaje explicative sau
operatii, cu scopul diminuarii delimitarilor care apar intre disciplinele de
invatamant clasice.

Lucrarea este structurata pe 14 capitole, urmand structura generala de
14 saptamani a unui semestru scolar academic. Capitolele sunt grupate in
functie de ariile de baza ale matematicii cu aplicatii directe n stiinte.

Tn capitolul 1, sunt prezentate elemente generale de teoria numerelor
si a structurilor matematice fundamentale (algebrica, de ordine, topologica).

Capitolul 2 se refera la elemente de baza din algebra liniara, cu accent
pe studiul si rezolvarea sistemelor liniare.

Urmatoarele trei capitole sunt dedicate statisticii descriptive, punandu-se
accentul in abordare, pe elementele fundamentale din categoria indicatorilor
statistici, corelatia datelor, teste de concordanta statistice, impreuna cu aplicatii
n chimie. Contextul matematic este favorabil evidentierii utilitatii deosebite a
formulelor din aceastd zona matematica, in analiza si compararea mai multor
seturi de date, experimentale si calculate, indiferent din ce zona a stiintelor
aplicate provin acestea.

Capitolele 6 si 7 sunt dedicate studiului functiilor matematice
elementare si reliefeazd modul cum acestea apar in modelarea diferitelor
procese din chimie.

In capitolele 8 si 9 se realizeazi o sinteza a notiunilor fundamentale
ale calculului diferential si integral pentru functii reale de o variabila reala.

Capitolele 10 si 11 sunt dedicate studiului ecuatiilor diferentiale, al
sistemelor de ecuatii diferentiale si al aplicatiilor lor in chimie. Este astfel
abordata o zona deosebit de importanta a chimiei, care nu poate exista fara
ajutorul modelarii matematice, si anume cinetica chimica.

Tn Capitolul 12 sunt prezentate unele aplicatii ale calcului integral.

Capitolele 13 si 14, sunt dedicate studiului functiilor de doua si mai
multe variabile si al aplicatiilor lor in chimie.



Fiecare capitol contine elemente teoretice, probleme rezolvate si
probleme propuse, ambele categorii de probleme contindnd exemple
relevante din chimie. Studentii au astfel la indemana o paleta destul de larga
de exemple de modele si aplicatii. Toate elementele prezentate au referinte la
o bibliografie acoperitoare pentru ramurile matematice abordate.

Predarea — invatarea interdisciplinara este o conditie importanta n
infaptuirea unui invatdmant modern, formativ. Corelarea cunostintelor de la
diferitele obiecte de invatamant contribuie substantial la realizarea educatiei
de a aplica cunostintele in practica.

De aceea speram ca lucrarea va fi de un real folos studentilor din
domeniul chimie, dar nu numai, dat fiind modul sintetic in care sunt
prezentate cunostinte de baza din matematica, cu aplicatii numeroase in toate
domeniile. Nu consideram, desigur, cd am epuizat aria aplicatiilor
corespunzatoare diferitelor teme de matematica abordate, de aceea suntem
recunoscatoare celor care vor contribui la imbunatatirea acestei lucrari.

Noiembrie 2024,
Autoarele
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TEMA 1. MULTIMEA NUMERELOR REALE.
STRUCTURI MATEMATICE FUNDAMENTALE
(ALGEBRICA, DE ORDINE, TOPOLOGICA).
PROBLEME NUMERICE TIPICE

1.1. Multimea numerelor reale

Reamintim notiuni de baza despre multimea N a numerelor naturale,
multimea Z a numerelor intregi, multimea Q a numerelor rationale si
multimea R a numerelor reale.

Multimea numerelor naturale este N ={0,,2,3...,n,...}.

Multimea numerelor intregi este Z = {..,-n,...—3,-2,-1,0,1,2,3...,n,...}.
. . m
Multimea numerelor rationale este Q = {F ImneQ,n=0,(mn)= 1} .

Aici m,n sunt nr intregi
Observatii: 1) (m,n)=1 aratd ca m si n nu au divizori comuni, deci

fractiile 1/2, 2/4, 3/6,...n/(2n) reprezinta acelasi numar rational.
2) Exista numere care nu pot fi scrise sub forma de fractie (adica nu sunt

numere rationale), de exemplu /2. Astfel de numere se numesc numere
irationale.

Pentru a arata ca 2 nu este numar rational se procedeaza prin

m .
reducere la absurd: presupunem ca V2 = o sl (m, n):l.

Atunci (\/E)Z =(m/ny, deci m*/n® =2, adici m*=2n’. Aceasta
aratd cd m este numadr par, adica exista K € N astfel incat m=2k .

Din relagia m? = 2n* rezultd atunci ca n* = 2k* | ceea ce aratd cd n
este numar par.

Deoarece si m si n sunt numere pare rezultd ca ele nu sunt prime intre
ele, adica (m, n) #1 Aceasta contrazice presupunerea facutd.

Rezulta ca presupunerea facuta nu este adevarata, adica V2 nueste
numar ragional.
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Numerele rationale si irationale se deosebesc prin scrierea lor sub
forma zecimala.
- dacd numitorul fractiei m/n contine doar puteri ale lui 2 sau 5, atunci fractia
zecimala corespunzatoare are un numar finit de zecimale nenule.

3 7 9 79
S _15 L 035 —— =018, -2 ~0316
Exemple: 5 20 50 250

- dacd numitorul fractiei m/n nu contine puteri ale lui 2 sau 5, atunci fractia
zecimala corespunzatoare are un numar infinit de zecimale care se repeta
periodic (adica este o fractie zecimala periodica simpla).

Exemple: ==0,3333....=0,(3) ,

~Nl Wi

= 0,1428571428 57142857 ...=0,(142857 )

- dacd numitorul fractiei m/n contine puteri ale lui 2 sau 5 dar si puteri ale
altor numere, atunci fractia zecimala corespunzatoare are un numar infinit de
zecimale dintre care o parte se repetd periodic (adica este fractie zecimala
periodica mixta).

Exemple: % —0,16666 ... = 0,1(6) , % — 0,234343434 ... = 0.2(34)

- numerele irationale au un numar infinit de zecimale care nu se repeta periodic.
De exemplu, calculand +/2 obtinem V2 =1,4142135 ... si oricate zecimale am

calcula, ele nu se vor repeta periodic.
Oare de ce suntem siguri ca nu se vor repeta periodic zecimalele?

Pentru cd 2 nu este numdr rational, deci nu se incadreaza n nici
una din categoriile prezentate anterior.

Existd o infinitate de numere irationale: ntre orice doua numere
rationale se afla cel putin un numar irational si intre orice doud numere
irationale se afla cel putin un numar rational.

Numerele irationale pot fi aproximate oricat de bine cu ajutorul
numerelor rationale.

Exemplu: pentru V2 =1,4142135 .... avem urmitoarele aproximatii
a,=14< J2<15= A . Eroarea la aproximatie este e =0.1=A —4a, .
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a, =141 <~/2 <142 = A, . Eroarea la aproximatie este e, =001=A -4,
a,=1414 <\2<1415=A,.  Eroarea la  aproximatie  este
e, =0.001=A, -4,

a, =1,4142135 <+/2 <1,4142136 .  Eroarea la  aproximatie  este
e, =0.0000001 = A, —a,

Multimea numerelor reale este formati din toate numerele
rationale si irationale, adica
R=Qulr,

1.1.1 Operatii cu numere reale (structura algebrici a multimii

numerelor reale)
Operatiile cu numere rationale sunt urmatoarele:

_adunarea: &4 P _24+bp
b q bq
- Inmultirea: ap_a
© b g bg

Tn raport cu aceste operatii multimea numerelor rationale, Q, are

0 structura de corp comutativ.
Mai complicate sunt operatiile cu numere irationale: daca numerele

irationale a si b au aproximatiile de ordin n a,, A, , respectiv b, B, , atunci
a+Db este numarul (unic) aflat intre a, +b, si A + B, pentruorice ne N,
a-b este numarul (unic) aflat intre a, -b, si A, -B, pentruorice neN .

In practica, pentru efectuarea operatiilor cu numere irationale se
considera aproximatii rationale ale numerelor si se aduna (inmultesc) acestea.

Exemplu pentru a calcula ~/2 ++/3 cu eroare de 0,01 se consider
aproximayiile acestora cu eroare 0,001, adica

a, =1414 <~/2 <1,415 = A, , respectiv b, =1,732 <+/3 <1733 = B,
Atunci 8, +b, =3146 <2 ++/3<3148 =b,+ B, i rezultd cd

aproximarea V2 +3~314 are doud zecimale exacte.
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Pentru a obtine un numdar mai mare de zecimale exacte se considerad

aproximayii de ordin mai mare.

Operatiile de adunare si inmultire au proprietati importante, care ne
ajuta sa efectudm calcule numerice complicate:

D1: Adunarea este lege de compozitie interna, adica suma a doua
numere reale este un numar real: Vx,y eR, x+yeR

Al: Adunarea este asociativa, adica
(x+y)+z=x+(y+2z),¥xy,zeR

(aceastd proprietate ne permite sa grupam termenii atunci cand Ti
adunam)

N1: Adunarea are ca element neutru numarul O0: adica
X+0=0+x, VxeR

S1: Orice numar real X are ca simetric fatd de adunare numarul —X,
adicd x+(~x)=—x+x=0, VxeR.

C1: Adunarea este comutativa, adicd X+y=y+X, VX,yeR

(aceasta proprietate ne permite sa schimbam ordinea termenilor unei
adunari)

D2: Inmultirea este lege de compozitie internd, adici produsul
oricaror numere reale este un numar real: VX,ye R, X-yeR .

A2: Inmultirea este asociativa, adica
(x-y)-z=x-(y-z), ¥x,y,zeR

(aceasta proprietate ne permite sa grupam factorii unui produs)

N2: inmul'girea are ca element neutru numarul ,,1”, adica
X-1=1-x=X, VXxeR

S2: Orice numar real X=O0 are inversul 1/x, adica
1 1
X

X-—=—-Xx=1 VXx#0 (aceasta proprictate ne permite sd schimbam

X
ordinea factorilor)
(din acest motiv nici o fractie nu poate avea numitorul ,,0”)

C2: Inmultirea este comutativi, adica X-y =Y-X, VX,yeR
(aceasta proprietate ne permite sa schimbam ordinea factorilor)

D: Inmultirea este distributivi fati de adunare, adica
X(y+2)=xy+xz, Vx,y,zeR
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(aceasta proprietate ne permite sa desfacem parantezele, asa cum
facem de obicei)

Toate aceste proprietati se demonstreaza (cu dificultate) pornind de la
definitiile operatiilor de adunare si inmultire prezentate anterior. Rezulta
urmatoarea propozitie:

Propozitia 1.1: Multimea numerelor reale, R, este corp comutativ in
raport cu operatiile de adunare si inmultire. [1]

1.1.2. Ordonarea numerelor reale (structura de ordine a multimii
numerelor reale)

Pe multimea numerelor reale se poate introduce relatia de ordine
lexicografica.

n esenta x <y daca si numai daca y — X este numar pozitiv.

Aceasta relatie de ordine are doua proprietati importante:

P1: este o relatie de ordine totala, adica orice doua numere reale pot fi
comparate: VX,yeR avem x<y sau y<x.

(aceasta proprietate ne permite sa reprezentam toate numerele reale

pe axa numerelor: daca X<Y, atunci x va fi reprezentat pe axa la

stanga lui y)

P2: relatia de ordine este compatibila cu structura algebrica, adica:
P21:daca a<b si x<y,atunci a+x<b+y
(aceasta proprietate ne permite sa adunam inegalitafi de
acelasi sens)
P22: daca a<b si 0<x, atunci ax<bx
(aceastd proprietate ne permite sa inmultim 0 inegalitate cu
un numar pozitiv fara sa schimbam sensul inegalitafii)

Propozitia 1.2. (R,+,) are o structurd de corp comutativ total ordonat

Reprezentarea geometricad a multimii numerelor reale este posibild deoarece
orice doud numere reale pot fi comparate. Numerele reale se reprezinta pe axa
numerelor reale: numarul ,,x” se reprezinta prin punctul de abscisa ,,x”.

— -2 -1 0 1 2 + 00
—0— ° o———®©
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Cu ajutorul relatiei de ordine < se pot defini intervalele:

(a,b)={x | a<x<b} (interval deschis)
[a,b]={x | a<x<b} (interval inchis).

Aceste multimi sunt utile pentru descrierea structurii geometrice (topologice)
alui R.

1.1.3. Structura topologica (geometricd) a multimii numerelor reale
Pentru orice numar real x modulul este definit astfel:

| X | = max {x, -x} = { I
-Xx<0

Exemple: |3|=3, deoarece 3>0; |-7|=-(-7)=7, deoarece -7<0.

Urmatoarele proprietati pot fi verificate pornind de la definitie:

[N1] | x| >0 pentruorice x € R; |x|=0 < x=0

[N2] [ x+y|<|x]|+]|y]|pentruoricex,y € R

[Na]|x-y|=]|x]|"|y]|pentruoricex,y € R

[N4] x| = |—x]|

Observatii: 1. |[x+y|=| x|+ ]|y | daca si numai daca X-y =0, adica
X si y au acelasi semn.
2. Cantitatea |X| reprezinta distanta Tntre punctele O(0) si A(x), adica
lungimea segmentului OA

Distanta (euclidiand) dintre doua numere reale x si y este lungimea
segmentului ce uneste punctele A(x) si B(y). Ea se calculeaza folosind
formula

dx,y) =[x-y|.

By , kYl A

Se verifica imediat, folosind [N1], [N2], [N3], urmatoarele proprietati:
[D1] d(x, y) > 0 pentru orice X,y € R; d(X,y) =0 & x=y

(proprietatea aratd cd distantaintre doud numere e un numar pozitiv)
[D2] d(x, y) = d(y, X) pentru orice X,y € R

(proprietatea arata ca distanfa este aceeasi, indiferent de la ce

extremitate a segmentului AB Tncepem mdasurdatoarea)
[Ds] d(x, z) <d(x, y) + d(y, z) pentru orice X, ¥,z € R

16



(daca yelxz], atunci d(x,z)=d(x,y)+d(y,z) iar dacd
y € (—o0,X)U(y,+o0) atunci d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) )

Structura topologica (geometricd) a multimii numerelor reale, care
foloseste notiunea de vecinatate a unui punct, este cea care sta la baza analizei
matematice [1].

Definitia 1.1: Se numeste vecinitate a punctului XeR orice
interval deschis (a,b) ce contine pe x. Se scrie (a,b)eV(x)

Se numeste vecinitate a lui +co orice interval de forma (a,+) . Se
scrie (a.+o0) eV (+ o)

Se numeste vecinatate a lui —oo orice interval de forma (—,b) . Se
scrie (—oo,b) eV(- ) .

1.2. Probleme numerice tipice

1.2.1 Marimi proportionale. Regula de trei simpla
O variabila numerica y: A— R este direct proportionala cu variabila

numericd X: A— R dacid raportul y(a)/x(a) are aceeasi valoare pentru orice

aceA. Daca %:k, Vae A, atunci k se numeste factor de
x(a

proportionalitate a variabilei y Tn raport cu variabila x.

Exemple de variabile (marimi) direct proportionale:
1) Raza si lungimea cercului sunt variabile direct proportionale.

Consideram y:(0,+90) — (0,+00), y(r)=r si
X : (0,+00) = (0,40), x(r)=2zr. Deoarece _r _1_ k rezultd ci
x(r) 2m 2z
variabilele y si x sunt proportionale si factorul de proportionalitate este
==
2r

2) 1n fizicd, masa unei cantititi variabile dintr-o substanta chimica A este
m(a)

direct proportionald cu volumul sau, adica ﬂ = p unde p este densitatea
v(ia

absoluta a substantei A.
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3) 1n cazul gazelor ideale considerdam n, masura in moli a gazului ideal A

N g Ny oap =
aflat in volumul v, . Avogadro a observat ca raportul — atat in raport cu
VA

cantitatea de gaz cat si cu natura chimica a gazului (in aceleasi conditii de
temperatura si presiune).

Daca se considera mai multe gaze ideale A, B, C..., atunci
A nB n

>

A _<
VA B VB - VC B
in conditiile in care v, =V, =V, rezultd ca n,=n;=n.. Aceasta este
binecunoscuta lege a lui Avogadro (enuntata in 1811).

Un mol de gaz ocupi aproximativ 22,4dm> in conditii standard de
temperatura si presiune. Numarul de molecule dintr-un mol de substanta este
numarul lui Avogadro, aproximativ 6,022 -10% particule/mol.

In realitate gazele nu sunt gaze ideale. Dacd nsa presiunea gazului
este relativ mica (ceea ce practic se realizeaza marind suficient de mult
volumul ) atunci gazul se comporta ca un gaz ideal si are loc relatia de

LV , 5
propor‘glonalltateﬁ=22,415. Pe aceastd relatie se bazeazd metoda

stoechiometrica de calcul a volumelor cantitatilor de substante gazoase,
atunci cand presiunea este relativ mica.

4. Dintr-un amestec omogen S continand o substanta activa A se considera o
cantitate variabila “s” contindnd o cantitate “a” de substanta activa. Atunci

a - . - - -
raportul S areo valoare constantd, care reprezintd concentratia substantei A

Tn amestecul S.

In practica intervine urmitoarea problema practica:
Problema: Stiind ca o variabila numericd y este direct proportionald
cu o alta variabild x, si cunoscand o pereche de valori y,, x care se corespund

prin relatia respectiva, se cere sa se calculeze valoarea y, care corespunde
valorii x, a variabilei x.

X
Rezolvare: Deoarece h_Ye rezulticd y, = 2_y1_
Xl X2

Aceasta este regula de trei simpla, conform schemei bine cunoscute:
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