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CAPITOLUL 1
INTRODUCERE

Istoria problemei izoperimetrice, care a inceput inca din antichitate
cu legenda reginei Didona a Cartaginei, este usor de urmarit pana la Herman
Schwartz din Berlin. Tn prezentarea acestui scurt istoric ne vom opri numai
asupra unor lucrari mai importante aparute de-a lungul istoriei, unele dintre
ele prezentdnd acum mai mult un interes literar.

Asa cum am amintit mai sus prima problema variationala a fost asa
numita problema a Didonei. Didona, Dido sau Elisa, este o celebra regina
din antichitate, ramasa in istorie ca fondatoare a Cartaginei, dar si Tn istoria
matematicii pentru doud motive: mai intdi cd este prima femeie care avea
cunostinte certe de matematica, iar mai apoi pentru ca ridicarea cetatii
Cartaginei i1 se datoreaza. Problema este una matematica, a carei rezolvare
stiintifica a fost data abia in secolul al XVII-lea de catre matematicianul
elvetian, Jacques Bernoulli.

Legenda Didonei este impresionanta si a fost subiect pentru multi
artisti, fie ei compozitori sau pictori. Dar prima lucrare artistica in care una
dintre eroine este Didona, a fost Aenis (Eneida) lui Vergilius. Iata, pe scurt,
povestea Didonei.

Fig. 1.1 Fig. 1.2
Didona Cartagina
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Didona (secolul al IX-lea 1.Hr.) era fiica regelui din Tyr, Mutto, si
sora lui Pygmalion (nu sculptorul indragostit de propria operd). Tyrul era o
bogatd cetate feniciana si la moartea regelui a fost mostenita de cei doi
frati.

A fost casatorita cu Sichaeus, un nalt dregator si preot, dar fratele
Didonei care a dorit sa puna mana pe averea lui, 1-a ucis pe acesta si chiar
s-a hotarat sa-si ucida si sora.

Didona si-a iubit sotul cu devotiune si S-a jurat sa-i ramana
credincioasa si dupa moarte. Afland ce facuse si ce punea la cale Pygmalion
si Indurerata atat de moartea sotului cat si de tradarea fratelui, si-a incarcat
averea pe corabii si, nsotita de slujitorii sai credinciosi, a plecat pe
Mediterana.

Dupa peregrindri nenumarate se opreste pe tarmul de nord al Africii,
in dreptul unei locatii numita Byrsa (in Tunisul de astazi). Aici le cere
localnicilor sa-i ofere un loc pentru a-si stabili salasul. Acestia i-au oferit, in
bataie de joc, atata suprafatd de pamant cat poate cuprinde cu o piele de bou
(in traducere Byrsa inseamna piele de bou). Istetimea Didonei aici s-a vazut.

Ambiguitatea termenilor cererii berberilor a condus-o la o rezolvare
ingenioasa a problemei: a taiat pielea de bou in fasii foarte subtiri, le-a pus
cap la cap si a inconjurat cu ele un deal de pe litoral. Presupunem ca piclea
boului ar fi avut 4 metri patrati din care s-au taiat fasii late de 2,5 mm.
Rezulta 800 de fasii lungi de cate 2 metri, deci perimetrul inconjurat ar fi
avut valoarea de 1600 metri, care este in acelasi timp lungimea cercului de
la baza dealului. Adica aproximativ 20 de hectare, suficient pentru un
inceput. In perioada de glorie a cetitii, lungimea zidurilor de aparare a ajuns
la 35 Km, in portul bine amenajat si protejat incapand si cate 220 de corabii
de razboi.

Tn decursul timpului cetatea Cartaginei a pus mari probleme Romei
(vezi razboaiele punice), Cato cel Batran (234 — 146 i.Hr.) incheindu-si
fiecare cuvantare din Senat cu expresia “censeo carthaginem esse
delendam” (cred ca trebuie sa distrugem Cartagina).

Rezolvarea problemei de catre Didona este dovada cd ea stapanea
cunostinte de matematica: dintre toate suprafetele cu acelasi perimetru, cea
mai mare este cea a cercului. Aceasta problema, numita a izoperimetrelor, a



fost studiatd de Bernoulli. Mai mult, fiind vorba de un deal (asimilat cu un
con), aria suprafetei laterale a acestuia este mai mare decat aria bazei (oblica
este mai mare decat perpendiculara).

Problemele de maxim sunt unele dintre cele mai interesante
probleme de matematica. La inceput se puneau probleme geometrice, si de
multe ori solutia intuitiva era cea acceptata. Cu timpul problemele de maxim
si minim au devenit probleme de calcul diferential si integral sau de
programare liniara si optimizare, atat de des folosite in economie sau n
teoria probabilitatilor, si in cate alte domenii.

Léasand la o parte problema de matematica, sa revenim la povestea
Didonei. Suprafata de pamant obtinuta de ea a fost suficientd pentru a ridica
o cetate, numita Cartagina (Qrt Hdst — orasul nou, n limbile semitice, Kart-
Hadast, in limba feniciana, sau Carthago, in latind), cetate care ulterior s-a
dezvoltat si a cunoscut o istorie furtunoasa.

Una dintre legende spune ca Didona s-a jertfit pe un rug de foc
pentru a garanta bundstarea cetatii. Alta legenda spune ca ea ar fi fost cerutd
in casatorie de un vecin bogat, Hiarbas, care ar fi amenintat cu razboi in
cazul unui refuz. Pentru a-si proteja supusii, Dido si-ar fi indltat singura un
rug funerar si s-ar fi sinucis.

Cea mai impresionantd variantd este insd in Eneida lui Vergilius,
epopeea originii Romei (Publius Vergilius Maro — 70-19 1. Hr.).

Dupa caderea Troiei, Aeneas, fiul Afroditei, raticeste pe mari,
destinul sau, hotarat de zei, fiind sa pund bazele unui nou regat (fiul sau,
Ascanius, va intemeia cetatea Alba Longa, iar fiica unui rege al acestei
cetati, preoteasa Rhea Silvia, va da nastere celor doi gemeni Romulus si
Remus, Romulus fiind fondatorul Romei). Dupa nenumarate peripetii
Aeneas si tovardsii sai ajung pe tarmurile Africii, nu departe de Cartagina,
unde frumoasa Didona le-a oferit gazduire. Zeita Junona ar fi vrut sa
zadarniceasca planurile zeitei Venus (Afrodita), si-l trimite pe Cupidon
(Eros) sa o faca pe Didona sa se Indragosteasca de Aeneas. Didona rezistase
pana atunci numeroaselor cereri in casatorie, fideld juramantului facut. De
data aceasta zeii céstiga si ea se indragosteste cu patima de erou si chiar 1l
face partas la conducerea cetatii. In epopeea lui Vergilius cei doi chiar s-ar fi
casatorit, dar Jupiter (Zeus), 1-a trimis pe Mercur (Hermes) care i s-ar fi



aratat eroului si i-ar fi amintit ca datoria sa era alta. Aeneas decide sa o
paraseasca pe Didona pe ascuns, convins ca aceasta nu i-ar fi redat libertatea
de buna voie. Didona a aflat si s-a retras indurerata in palat. Aeneas a plecat
pe mare aruncandu-si o ultima privire spre tarmul unde fusese atat de fericit.
Vede pe zidurile orasului un mare foc dar nu stie ca acesta era rugul pe care
se urcase nefericita regina, dupa care 1si Implantase un pumnal in piept.

Una dintre cele mai sfasietoare povesti de dragoste din istoria literaturii
a inspirat, dupa cum spuneam, pictori si compozitori din toate timpurile.

Dar nu numai. Intr-unul din satele de pe valea Siretului circuld o
legenda care are puncte comune cu povestea noastra: vacile din cireada unui
boier erau ménate de obicei spre imasul obstei. O data, de doua ori, pana a
devenit obicei. Satenii, nemultumiti, S-au gandit sa-1 pedepseasca pe boier si
i-au omorat un bou. Boierul s-a hotarat sa-i sanctioneze pe sateni si le-a
cerut acestora drept despagubire pentru animalul pierdut atata pamant cat se
poate cuprinde cu pielea animalului. Taranii s-au invoit, nestiind ce avea de
gand boierul (care sigur cunostea legenda Cartaginei). Acesta a jupuit pielea
animalului, a taiat-0 Tn fasii Tnguste cu care a inconjurat din obstea satului
atat cat s-a putut. Se vede ca destul de mult!

Revenind, Didona a reusit sa determine in plan o curba inchisa, de
lungime data, care delimiteaza aria maxima, aceasta fiind un cerc. Acest caz
este insa departe de a fi simplu.

Tot in antichitate aceastd insusire a cercului a fost studiata de grecul
Zenador. Arhimede s-a ocupat si el de aceasta problema, dar tot ce se poate
nu s-a pastrat prea mult din aceste cercetari ale lui. Alte referiri la vechea
literatura se mai pot gasi in notele lui W. Schmidt Privind istoria
izoperimetriei Tn antichitate.

Tn momentul descoperirii calculului variational, savantii de frunte se
ocupau deja de problemele particulare ale izoperimetriei si de generalizarile
analitice ale acestora. Teoria calcului variational Tsi are originea in
rezolvarea problemei brahistocrone (adica a celui mai scurt timp).

Aceasta a fost formulatd de Jean Bernoulli in 1696. Solutia acestei
probleme a fost publicatd independent de cei doi frati Bernoulli, Jacques
(1654-1705) si Jean (1667-1748), metodele de obtinere a solutiei fiind
diferite.
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Este interesant faptul cd s-a iscat o disputa Intre cei doi, privind
prioritatea, disputd care a dat un imbold si un gust neobisnuit initiatorilor
calculului variational.

Calculul variational este un capitol al analizei matematice care are ca
obiect studiul problemelor de determinare a extremelor unei functionale.

Printre cei care au generat aparitia calculului variational se numara
problema izoeprimetrelor si, asa cum am mai amintit, brahistocronei.
Denumirea si fundamentarea calculului variational i se datoreaza lui Euler
(1744), cele doua articole ale lui Jacques Bernoulli, din 1697 si 1701,
constituind punctul de plecare al cercetarilor sale, el fiind cele mai vestit
fondator a numeroase discipline matematice. Tn aceste sens amintim
culegerea sa de exemple referitoare la calculul variatiilor Metoda gasirii
liniilor curbe care au proprietagile minimului sau maximului sau
rezolvarea problemelor izoperimetrice in sensul cel mai larg. Lagrange
(1760) a introdus notiunea de variatie si a dat o metoda de determinare a
extremelor unei functionale.

Calculul variational are aplicatii Tn mecanica sistemelor,
hidrodinamica, teoria elasticitatii, opticd geometrica sau in domeniul
vibratiilor sistemelor mecanice. Tn acest din urma caz, cea mai frecventa
problema de vibratii este aceea a determinarii frecventelor naturale ale unui
sistem n vibratie. Frecventa cea mai joasa sau frecventa fundamentala este
de obicei de cel mai mare interes In practica inginereascd. Metoda
energetica a lui Rayleigh combinata cu procedeul Ritz este metoda cea mai
obisnuita folositd pentru determinarea frecventelor naturale. Pe scurt,
procedeul consta in a admite o forma de vibratie sau o configuratie care este
Tn esenta aceea a sistemului atunci cand acesta ocupa pozitia de deplasare
maxima, corespunzand modului fundamental.

Revenind, principalul inconvenient al tuturor acestor studii analitice
privind problemele de extremum 1l constituie lacunele in problema
existentei acestor extremale. Pentru prima oara aceasta problema a fost pusa
de Weierstrass. O noua demonstratie cu utilizarea sirurilor trigonometrice ne
vine de la A. Hurwitz. In asemenea mod problema a fost abordati de G.
Cramer, S. Lhuilier si, in special, de atotcuprinzatorul Steiner, dintre
primele demonstratii ale acestuia din urma folosindu-Se si astiazi metoda
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patrulaterului. A doua metoda, metoda simetrizarii, ne va fi utila in tratarea
problemelor extremale din cuprinsul aceste carti.

Steiner a publicat aceste metode Tn trei articole destul de ample
reproduse in volumul doi al operelor sale complete. Dupa parerea lui
Weierstrass, articolele indicate fac parte din lucrérile cele mai importante
ale acestui fecund geometru. Primul articol, este denumit Simpla
demonstrasie a teoremei izoperimetrice fundamentale, el fiind scris in anul
1836. Celelalte doua Despre maxime si minime pentru figuri pe o suprafasa,
pe o sfera si in spariu, In general au fost prezentate de Steiner Academiei
din Paris in anul 1841. Metoda patrulaterului a fost continuta in primul
dintre aceste articole, cu acelasi titlu, sub denumirea Prima metoda de
demonstrare.

In genul celor scrise de Steiner a fost scrisa si cartea lui R. Sturm
Maximum si minimum (R. Sturm, Maxima und Minima, Leipzig und Berlin,
1910). Completarea demonstratiilor lui Steiner s-a facut in repetate randuri.
in special, F. Edler, absolut elementar, cu ajutorul simetrizarii, a demonstrat
proprietatea extremald a poligoanelor regulate (1882).

C. Caratheodory si E. Study au completat demonstratia lui Steiner cu
doua realizari diferite Doua demonstratii a faptului ca cercul are cea mai
mare suprafaza dintre toate figurile care au acelasi perimetru. C.
Caratheodory, aplicand curbei inchise metoda patrulaterului, a aratat ca in
cazul unei treceri la limitd corespunzatoare acest proces ne conduce la un
cerc. Demonstratia lui E. Study corespunde in linii mari cu cea a lui C.
Caratheodory, numai cd in locul teoremei de existentd a lui Weierstrass
utilizeaza un oarecare proces asemanator. Metoda lui Study a fost extinsa de
Schwartz in domeniul geometrie sferice.

Weierstrass, in cursurile sale, a demonstrat proprietatile extremale
ale poligoanelor regulate cu ajutorul unui proces analitic elegant.

Intr-o editie italiani, a lui F. Enriques, a Enciclopediei de
matematica elementard, apare insemnarea lui O. Chizini Privind teoria
elementara a izoperimetriei si notita lui F. Enriques Maximum si minimum
in analiza contemporana.
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