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CAPITOLUL  I 

 

IDENTIFICAREA SISTEMELOR 

PE BAZA R�SPUNSULUI LA 

INTRARE TREAPT� 
 

În acest capitol prezent�m o serie de metode de identificare a parametrilor 
func�iilor de transfer prin prelucrarea r�spunsului sistemelor la intrare de tip 
treapt�. Aceste metode sunt simplu de implementat în practic�, Metodele descrise 
în continuare se aplic� pentru sisteme cu o singur� intrare �i o singur� ie�ire 
descrise prin ecua�ii diferen�iale cu coeficien�i constan�i. În primele dou� paragrafe 
sunt descrise o serie de metode grafice de identificare modelelor de ordinul unu �i 
doi pentru sisteme liniare cu autoechilibrare. Paragrafele 3, 4 �i 5 descriu în detaliu 
algoritmii de identificare baza�i pe metoda momentelor. Ace�ti algoritmi pot fi 
utiliza�i pentru determinarea coeficien�ilor func�iilor de transfer de orice ordin 
precum �i pentru determinarea gradului polinoamelor de la num�r�torul �i 
numitorul acestora (determinarea ordinului sistemului). Dac� obiectul identificat 
are întârziere pur�, constanta de întârziere se consider� ca fiind egal� cu intervalul 
de timp dintre momentul aplic�rii semnalului treapt� �i momentul în care ie�irea 
are o varia�ie procentual� mai mare decât clasa de precizie a traductoarelor.   

1.1 Identificarea�parametrilor�func�iei�de�transfer�de�
ordinul�I��
 
Presupunem, f�r� pierderea generalit��ii, c� valoarea de regim sta�ionar la 

momentul ini�ial pentru toate m�rimile este egal� cu zero. Consider�m un r�spuns 
aperiodic (al unui sistem liniar) la o intrare treapt� cu amplitudinea U0, ca în figura 
urm�toare: 
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Fig. 1.1.1 Determinarea parametrilor func�iei de transfer folosind r�spunsul unui 
sistem la intrare treapt� unitate 

 
 
Aproximarea sistemului se face cu o func�ie de transfer de ordinul I de 

forma: 
 

s

f

f
f e

sT
K

sH ��

�
�

1
)(   (1.1.1) 

 
Pentru determinarea factorului de amplificare se m�soar� valorile U0 �i y(�). 

Factorul de amplificare se calculeaz� cu formula: 
 

0

)(
U
yK f
�

�   (1.1.2) 

 
Pentru determinarea lui Tf exist� mai multe metode: 
 
Metoda I. În punctul B se duce o tangent� la r�spuns care intersecteaz� 

ordonata y(�) în punctul C. Considerând D proiec�ia punctului C pe axa timpului, 
Tf este egal cu lungimea segmentului BD. Tangenta se poate duce în orice punct al 
r�spunsului.  
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Metoda II. Constanta Tf este egal� cu intervalul de timp dintre momentul 
ini�ial �i momentul în care ie�irea atinge valoarea: 

y(t)=0.6231* y(�)  (1.1.3) 
 
Metoda III. Se calculeaz� aria: 

�
�

�

���
�0

)]()([
t

dttyyA   (1.1.4) 

Constanta de timp Tf este egal� cu raportul: 

)(�
�

y
ATf   (1.1.5) 

 
Observa�ii  
1. Metoda I este o metod� rapid� îns� erorile de trasare a tangentei, în special 

când obiectul are în realitate ordinul mai mare de unu, afecteaz� direct rezultatul. 
2. Metoda II este de asemenea o metod� rapid� dar este dependent� de 

perturba�iile aditive sau erorile de m�surare ce afecteaz� direct rezultatul. 
3. Metoda III solicit� un efort de calcul mai mare dar realizeaz� echivalarea 

sistemului cu un element de ordinul I având în vedere întreaga evolu�ie a 
r�spunsului, astfel c� erorile ce apar la primele dou� metode se compensez� prin 
mediere. 

 
1.2 Identificarea�parametrilor�func�iei�de�transfer�de�

ordinul�II�
 
1.2.1 Func�ie de transfer de ordinul II cu poli reali 

 
Dac� r�spunsul sistemului este aperiodic ca în figura 1.2.1 aproximarea 

sistemului cu un model de ordinul II se realizeaz� considerând o func�ie de transfer 
de forma: 

)1)(1(
1

))((
)(

2121

21

��
�

��
�

sTsT
K

psps
ppK

sH f
f

f     (1.2.1) 

unde 

2
2

1
1

1,1
T

p
T

p ��    (1.2.2) 
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Fig. 1.2.1 Determinarea parametrilor func�iei de transfer de ordinul II folosind r�spunsul 
unui sistem la intrare treapt� unitate 
 
 Pe r�spunsul sistemului la intrare treapt� (prezentat în Fig. 1.2.1) se 
definesc prin construc�ie elementele: Tw, hw, Tc, Tu, Ta. Pentru aceasta, în punctul 
de inflexiune W se duce o tangent� la curba experimental� �i se determin� punctele 
A �i B de intersec�ie a tangentei cu dreptele orizontale specifice regimului sta�ionar 
ini�ial �i final. Factorul de amplificare se determin� în mod similar cu cazul 
sistemului de ordinul I: 

  
0

)(
U
yK f
�

�    (1.2.3) 

unde U0 reprezint� amplitudinea semnalului treapt� aplicat la intrarea sistemului. 
Pentru estimarea constantelor de timp ale sistemului se rezolv� un sistem de 

ecua�ii având aceste constante drept necunoscute, ecua�ii ce sunt dependente de 
valorile unor elemente grafice ce pot fi u�or evaluate. Pentru simplificarea 
expresiei r�spunsului, se definesc urm�toarele m�rimi: 

2

1

2

1

T
T

p
p

��	     (1.2.4) 

	
	
	



ln

1�
�

� e    (1.2.5) 
 

Func�ia indicia�, derivatele acesteia �i punctul de inflexiune sunt definite de 
urm�toarele rela�ii: 

�
�
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    (1.2.6) 
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ppty 21
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21)( �� ��
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���    (1.2.8) 

1

2

21

21 ln
T
T

TT
TTTw �

�   (1.2.9) 

])1(1[)( 
	 ����� www yTyy    (1.2.10) 

)1()(
21

21 	
 �
�

��
pp

ppTym w�    (1.2.11) 

Cu aceste nota�ii, ecua�ia tangentei în punctul de inflexiune este: 
 

)( ww Ttmyy ����    (1.2.12) 
Folosind ecua�ia acestei drepte, se pot calcula abscisele punctelor de 

intersec�ie dintre aceasta �i dreptele orizontale specifice regimurilor sta�ionare 
ini�ial �i final (punctele A �i B). Se ob�in urm�toarele rela�ii: 

Tc=T1+T2  (1.2.13) 


�
�

1

1
p

Ta    (1.2.14) 

Pe baza acestor rela�ii se calculeaz� func�iile f1( 	 ) �i f2( 	 ) : 

�
�


�
�

� ��
�

�

��




		

	
	


	
)1(1ln

1

1)(1
u

a

T
Tf    (1.2.15) 

	
	
		 ln

1
)(

1
2 �

��
T
Tf w   (1.2.16) 

 
Algoritmul de identificare este urm�torul: 

1. Se determin� punctul de inflexiune. 
2. Se traseaz� tangenta în punctul de inflexiune �i se determin� punctele de 
intersec�ie A �i B. 
3. Se determin� constantele Ta, Tw, Tc �i Tu. 
4. Se calculeaz� raportul (Ta/Tu) �i se determin� valoarea corespunz�toare a 
parametrului 	  din rela�ia (1.2.15)  
5. Pentru valoarea parametrilor 	  de mai sus se determin� valoarea rapoartului 
(Tw/T1) 
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6. Se calculeaz�  

)/( 1
1 TT

TT
w

w�   (1.2.17) 

7. Se calculeaz� constanta T2 cu rela�ia: 
T2=	 T1.    (1.2.18) 

 
1.2.2 Func�ie de transfer de ordinul II cu poli complex conjuga�i 

 
O astfel de func�ie de transfer este reprezentat� sub forma: 

� �1,0,
2

)( 22

2
�

��
� �

���
�

nn

n

ss
KsH      (1.2.19) 

sau  

� �1,0,
12

1)( 22
01

2
2

�
��

�
��

� �
�sTsT

K

asasa
sH

ff

f    (1.2.20) 

unde, 

0

1
a

K �  ;     
0

2
a
aT f � ;        

20

12
aa

aT f ��    (1.2.21) 

 
Coeficien�ii a0, a1 �i a2 se pot ob�ine din func�ia indicial� y(t) folosind 

rela�iile urm�toare: 

)(
)(

0 �
�

�
y
ua    (1.2.22) 

)(
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1 �
�

�
y

Iaa                
)(

2011
2 �

���
�

y
IaIaa  (1.2.23) 

unde, 

� �dttyyI �
�

���
0

1 )()(         � � dtdyyI � �
� �

�
�
�



�
�
�

�
���

0 0
2 )()(     (1.2.24) 

 
  Valorile celor dou� integrale se pot determina cu ajutorul unui program de 

calculator (folosind de exemplu metoda trapezelor). Cu valorile a0, a1 �i a2 astfel 
calculate se pot apoi determina constantele K, Tf �i � . 
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1.3.�IDENTIFICAREA�SISTEMELOR�FOLOSIND�
METODA��MOMENTELOR�

 
În cazul în care se dore�te identificarea unor modele liniare de ordin superior 

metodele grafice devin mult mai complicate iar calitatea estim�rii scade. Prezent�m 
în continuare o metod� relativ simpl� de identificare cunoscut� sub numele de 
metoda momentelor. Aceast� metod� permite simultan determinarea gradului 
num�r�torului �i numitorului func�iei de transfer precum �i a coeficien�ilor acesteia.  

 
1.3.1 Defini�ia momentelor 

 
Un moment de ordinul j al unei func�ii y(t) (notat mj) este o caracteristic� 

natural� a unei func�ii original cu indicele de convergen�� 00 !"  
 

0,0,)(..,,0,0)(;:)( 00
0 !#$!%&�'(' "" " tMetyiaMttyty t    (1.3.1) 

 
care admite transformata Laplace : 

 

�
�

� )��
0

0)Re(,)()}({)( "sdtetytyLsY st                              (1.3.2) 

 
Func�ia y(t) poate reprezenta un semnal oarecare sau r�spunsul unui sistem 

liniar la o intrare cunoscut�. 
Deoarece 00 !" , valoarea semnalului în noul regim sta�ionar este finit� 

( �&�)(y ) �i datorit� teoremei valorii finale din transformarea Laplace, care se 
poate aplica în condi�iile de mai sus, 

 
)(lim)(

0
ssYy

s(
�� . 

 
Not�m prin )t(*  devia�ia m�rimii y(t) fa�� de valoarea sa în regim sta�ionar: 

 
0),()()( #��� ttyyt*  
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Se define�te momentul de ordinul j al func�iei y(t) definit� prin condi�iile de 
mai sus [Akh65]: 

               ��
�� �

���
�

�
00

)(
!
)())()((

!
)( dtt

j
tdttyy

j
tm

jj

j *                  (1.3.3) 

 
Momentul de ordinul j reprezint� aria subgraficului func�iei )(t*  ponderat� 

printr-un factor de ponderare 

!
)()(

j
tt

j

j

�
�+                                              (1.3.4) 

a devia�iei func�iei fa�� de valoarea sa în regim sta�ionar. 
Considerarea acestei defini�ii a unui moment, prin devia�ia unei func�ii fa�� 

de valoarea sa final�, permite manipularea �i a unor semnale caracterizate prin 
00 �" , a�a cum sunt, de exemplu, r�spunsurile la intrare treapt� ale sistemelor 

care nu au caracter derivator. 
De exemplu,  

�
�

�
0

0 )( dttm *                                           (1.3.5) 

este chiar aria devia�iei, iar 

�
�

��
0

1 )( dtttm *  

          �
�

�
0

2

2 )(
2

dtttm *                                       (1.3.6) 

reprezint� aria ponderat� liniar, respectiv p�tratic. 
 Chiar dac� momentele apar ca fiind entit��i matematice abstracte introduse 

prin integrale, de tipul unor func�ionale, ele sunt foarte naturale a�a cum este 
natural pentru inginerii din automatic� s� foloseasc� transformarea Laplace �i s� 
mânuiasc� func�iile de transfer. 

 
Exemplul 1.3.1. Se consider� func�ia: 
 

,
-
.

#
&

� � 0,
0,0

)( / te
t

ty Tt ,     0)( ��y                                              (1.3.7) 

al c�rei grafic este prezentat în figura 1.3.1.  
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Fig. 1.3.1. Graficul func�iei exponen�iale 
 

Pentru aceast� func�ie momentul de ordinul  0 este: 
 

��
�

�
�

������
0

/

0
0 ))()(( Tdtedttyym Tt  

 
Transformata Laplace a acestei func�ii este : 
 

0
/ )Re(,/1,1

1
}{)( "��)�

�
�

�
�� � psTp

psTs
TeLsY Tt           (1.3.8) 

 
Evolu�ia func�iei y(t) pentru orice moment de timp 0#t , este exprimat� 

printr-un num�r infinit de puncte (t, y(t)), adic� un num�r infinit de informa�ii. În 
domeniul complex aceea�i func�ie este caracterizat� prin trei informa�ii care 
exprim� anumite caracteristici a�a cum arat� tabelul urm�tor : 

 
Caracteristici în domeniul complex Caracteristici în domeniul timp 

Transformata Laplace ra�ional� Func�ie exponen�ial� 
Num�r�torul este egal cu 1 y(0)=1 
Numitorul este egal cu s+1/T t1=T 
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Deci, dac� se cunoa�te transformata Laplace putem aprecia care va fi 

evolu�ia pe întregul interval de timp ),0[ � . Caracteristicile transformatei Laplace 
Y(s) pot fi exprimate prin urm�toarele informa�ii cuantificate referitoare la graficul 
în domeniul timp al func�iei: 

- func�ie exponen�ial� simpl� ; 
- y(0)=1 
- intervalul de timp t1 este egal cu T. 
Acelea�i informa�ii pot fi ob�inute folosind momentele de ordinul j, definite 

mai sus: 
- 0)( ��y  
- 0,)( 1 #�� � jTm j

j  
Momentele mj �i valoarea )(�y  pot fi determinate pe cale experimental� 

prin prelucrarea func�iei 0),( #tty . 
Aceasta presupune un efort de calcul mai mare dar, a�a cum se poate 

observa, lipse�te informa�ia aprioric� referitoare la structura func�iei, ceea ce este 
foarte important.  

Calcul�m integrala : 

 

��
�

��
�

#��
�

���
�

�
0

1/

0

0,)(
!
)())()((

!
)( jTdte

j
tdttyy

j
tm jTt

jj

j .   (1.3.9) 

 
Pentru determinarea expresiei în domeniul timp a func�iei y(t), se folosesc 

numai informa�ii ob�inute din prelucr�ri experimentale: )(�y  �i mj. 
 
Observa�ii: 
1. Nu este necesar� nici o informa�ie aprioric� despre structur�; 
2. Nici una din aceste informa�ii nu se bazeaz� pe anumite valori speciale 

ale func�iei y(t) într-un anumit punct al domeniului timp. 
 
Fiecare valoare a func�iei y(t) aduce o contribu�ie infinit de mic� în 

determinarea acestor momente �i a valorii limit� )(�y . Aceste avantaje sunt 
evidente atunci când func�ia procesat� este contaminat� cu zgomote �i este dificil 
s� se aprecieze pante, puncte de inflexiune, etc. Dând o importan�� mare anumitor 
valori în anumite momente de timp, se acord� aceea�i importan�� �i zgomotului n(t) 
care înso�e�te acele valori.  
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