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Prefata

Alaturi de intelegerea gi deprinderea unui limbaj de programare, un bun specialist in in-
formaticd trebuie si stdpaneasca limbajul algoritmic, sd poatd estima complexitatea unui
algoritm gi s& aiba o cultura de specialitate solida in ceea ce priveste algoritmii fundamentali.
Acest demers publicistic subscrie ideii expusi mai sus.

Lucrarea de fata abordeaza tematici privitoare la complexitatea algoritmilor, recursivi-
tate, combinatorica, tehnici de sortare i cautare, metode generale de elaborare a algoritmilor
(metoda Greedy, metoda Divide-et-Impera, metoda Backtracking si metoda Programarii di-
namice). Materialul a fost prezentat de autor studentilor specializarii Informaticid de la
Facultatea de Matematica si Stiinte ale Naturii (in trecut Facultatea de Matematicd si In-
formatica) a Universitatii din Craiova, in cadrul laboratoarelor si cursurilor de specialitate.
Materialul poate fi consultat in egald masurad de citre elevii de liceu la profilul informatica,
de studentii altor facultdti ce au in programa studiul limbajului algoritmic, sau de specialigtii
care lucreaza in industria IT ca programatori. Din carte nu lipsesc topici avansate care se
adreseaza studentilor inscrisi la studiile de master sau doctorat.

Pe langa conceptele teoretice, cititorul interesat de subiect va gasi peste 140 de algoritmi
prezentati in cadrul materialului ce este structurat pe 10 capitole. O parte din algoritmi sunt
introdugi mai intai la nivel conceptual si, mai apoi, prezentati in detaliu in pseudo-cod. Multi
algoritmi sunt analizati din punct de vedere al complexitétii, punandu-se astfel la dispozitia
unui programator un criteriu de evaluare a unui algoritm in vederea alegerii sale pentru
rezolvarea unei probleme. Bibliografia bogata contine referinte céitre lucrari importante din
domeniu.

Autorul este recunoscator referentilor stiintifici ai acestei lucrari pentru sugestiile si ob-
servatiile pertinente pe marginea manuscrisului.

Craiova, ianuarie, 2015 Mirel Cosulschi



Capitolul 1

Introducere in algoritmi

Definitia 1.1 Algoritmul constituie o reprezentare finitd a unei metode de calcul ce per-
mite rezolvarea unei anumile probleme. Se poate spune ca un algoritm reprezintd o secventd
finita de operatii, ordonata si complet definitd, care, pornind de la datele de intrare, produce
rezultate.

Termenul de algoritm ii este atribuit matematicianului persan Abu Ja‘far Mohammed
ibn Musa al-Khowarizmi (sec. VIII-IX), care a scris o carte de matematica cunoscutd in tra-
ducere latind sub titlul de "Algorithmi de numero indorum", iar apoi ca " Liber algorithmi",
unde termenul de "algorithm" provine de la "al-Khowarizmi", ceea ce literal inseamna " din
orasul Khowarizm". Matematicienii din Evul Mediu intelegeau prin algoritm o reguld (sau
o multime de reguli) pe baza cireia se efectuau calcule aritmetice: de exemplu in secolul al
XVlI-lea, algoritmii se foloseau la inmultiri sau injumatatiri de numere.

Fiecare propozitie ce face parte din descrierea unui algoritm este, de fapt, o comanda ce
trebuie executata de cineva, acesta putand fi o persoana sau o magina de calcul. De altfel,
un algoritm poate fi descris cu ajutorul oricdrui limbaj, de la limbajul natural gi pana la
limbajul de asamblare al unui calculator. Denumim limbaj algoritmic un limbaj al carui scop
este acela de a descrie algoritmi.

Algoritmul specificd succesiuni posibile de transformari ale datelor. Un tip de date poate
fi caracterizat printr-o multime de valori ce reprezintd domeniul tipului de date gi o multime
de operatii definite peste acest domeniu. Tipurile de date pot fi organizate in urméatoarele
categorii:

1. tipuri de date elementare (de exemplu tipul intreg, tipul real) - valorile sunt unit#ti
atomice de informatjie;

2. tipuri de date structurate (de exemplu tipul tablou, tipul inregistrare) - valorile sunt
structuri relativ simple rezultate in urma combinatiei unor valori elementare;

3. tipuri de date structurate de nivel inalt (de exemplu stiva) - se pot descrie independent
de limbaj iar valorile au o structurd mai complexa.

Un algoritm trebuie sa posede urmatoarele trasdturi caracteristice:

1. claritate - la fiecare pas trebuie si specifice operatia pe care urmeaza si o efectueze
algoritmul asupra datelor de intrare;

2. corectitudine - rezultatele trebuie sa fie corecte;
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3. generalitate - algoritmul trebuie sa ofere solutia nu numai pentru o singurd problema
ci pentru o intreaga clasa de probleme;

4. finitudine - algoritmul trebuie s se termine intr-un timp finit;

5. eficientd - un algoritm poate fi utilizat numai in situatia in care resursele de calcul
necesare acestuia sunt in cantitati rezonabile, si nu depasesc cu mult posibilitatile cal-
culatoarelor la un moment dat.

Un program reprezinta implementarea unui algoritm intr-un limbaj de programare.
Studiul algoritmilor cuprinde mai multe aspecte:

e claborare - activitatea de concepere a unui algoritm are gi un caracter creativ, din
aceasta cauza nefiind posibila deprinderea numai pe cale mecanica. Pentru a facilita
obtinerea unei solutii la o problemé concreté se recomanda folosirea tehnicilor generale
de elaborare a algoritmilor la care se adauga in mod hotarator intuitia programatorului;

e cxprimare - implementarea unui algoritm intr-un limbaj de programare se poate face
utilizand mai multe stiluri: programare structuratd, programare orientatd pe obiecte
etc.;

e validare - verificarea corectitudinii algoritmului prin metode formale;

e analiza - stabilirea unor criterii pentru evaluarea eficientei unui algoritm pentru a-i
putea compara si clasifica.

Un model de reprezentare al memoriei unei magini de calcul este acela al unei structuri
liniare compusé din celule, fiecare celula fiind identificatd printr-o adresa gi putand péstra o
valoare corespunzatoare unui anumit tip de datd. Accesul la celule este facilitat de variabile.
O wariabila se caracterizeaza prin:

e un identificator - un nume ce referd variabila;
e 0 adresda - desemneaza o locatie de memorie;

e un tip de date - descrie tipul valorilor memorate in celula de memorie asociata.

1.1 Limbajul pseudocod

Limbajul natural nu permite o descriere suficient de riguroasa a algoritmilor, de aceea, pentru
reprezentarea acestora se folosesc alte modalitati de descriere precum:

e scheme logice;
e [imbajul pseudocod.

In continuare vom prezenta pricipalele constructii din cadrul limbajului pseudocod.

Intrari/iesiri

Citirea datelor de intrare se poate realiza prin intermediul enuntului Input:
1: Input {lista variabile}

Afigarea rezultatelor este reprezentata cu ajutorul instructiunii Quitput:
1: Output {lista de valori}
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Instructiunea de atribuire

Este instructiunea cel mai des utilizata intr-un algoritm gi realizeaza incarcarea unei variabile
(locatii de memorie) cu o anumitd valoare. Are urmatoarea sintaxa:
1: < wariabila >«—< expresie >

unde < expresie > este o expresie aritmetica sau logica.

Se evalueaza expresia < expresie > iar rezultatul se atribuie variabilei < wvariabila >,
memorandu-se in locatia de memorie asociatd. Aceastd variabila trebuie sa fie de acelasi tip
de data cu expresia sau un tip de data care sa includa gi tipul expresiei.

O expresie este constituita din operanzi si operatori. Operanzii pot fi variabile si valori
constante, iar operatorii pot fi:

e operatori aritmetici - + (adunare), — (scadere), * (nmultire), / (impartire), * (ridicare
la putere), div (catul impartirii intregi), mod (restul impartirii intregi);

e operatori relationali - = (egal), # (diferit), < (strict mai mic), < (mai mic sau egal),
> (strict mai mare), > (mai mare sau egal);

e operatori logici - OR sau V (disjunctie), AN D sau A (conjunctie), NOT sau — (negatjie).

Cea mai simpla expresie este formata dintr-o variabild sau o constantd (operand). Expre-
siile mai complicate se obtin din operatii efectuate intre variabile gi constante. La scrierea
expresiilor trebuie sa se tina cont de faptul ca, in momentul evaludrii lor, in primul rand
se vor evalua expresiile din paranteze, iar operatiile se executda in ordinea determinata de
prioritatile lor.

Enunturi de ramificare

1: if <expresie-booleana> then

2: <instructiunel> 1: if (a mod 2 = 0) then
[ 2: Output {'Numarul este par’}

3: else 3: else

4: <instructiune2> 4: Output {'Numarul este impar’}
| 5: end if

5: end if

Enuntul if...then...else evalueaza mai intai expresia booleana pentru a determina
unul din cele doud drumuri pe care le poate lua executia algoritmului. Ea poate include
optional o clauza else.

Dacad <expresie-booleana> se evalueaza la valoarea de adevar true, atunci se executa
<instructiunel> si se continud cu urmatoarea instructiune dupa if. Daca <ezpresie-booleana>
are valoarea de adevar false, atunci se executd <instructiune2>. <instructiunel> si
<instructiune2> sunt instructiuni compuse ce pot sa conting, la randul lor, o alta instructiune
if.

Exemplul 1.1 Un algoritm simplu este cel ce rezolva ecuatia de gradul I, ax+b =0, a,b € R
(algoritmul 1). Acesta se bazeazd pe rezolvarea matematicd a ecuafiei de gradul I:

1. dacd a = 0, atunci ecuatia devine 0 -x + b = 0. Pentru cazul in care b # 0 avem
0-z+b=0, egalitate ce nu poate fi satisfacutd pentru nicio valoare a lui © € R sau
C. Spunem, in acest caz, ca ecuatia este incompatibild. Daci b =0, avem 0 -z +0 =
0, relatia fiind adevarata pentru orice valoare a lui x € R. Spunem cd ecuatia este
compatibil nedeterminata.
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2. daca a # 0, ecuatia are o singurd solutie, r1 = 72 eR.

Algoritm 1 Algoritm pentru rezolvarea ecuatiei de gradul 1
: Input {a, b}
. if (a = 0) then
if (b= 0) then
Output { 'Ecuatie compatibil nedeterminata’ }
else
Output { ’Ecuatie incompatibila’ }
end if

else

z e -2

a
10: Output { ’Solutia este:’, z }
11: end if

© N>

Avand acest algoritm drept model sa se realizeze un algoritm pentru rezolvarea ecuatiei
generale de gradul al II-lea, ax® + bx + ¢ = 0, unde a,b,c € R.

Enunturi repetitive

Enunturile repetitive permit descrierea unor prelucriri ce trebuie efectuate in mod repetat,
in functie de pozitia conditiei de continuare existand doud variante de structuri repetitive:
structura repetitiva conditionatda anterior si structura repetitiva conditionatd posterior.

Structura repetitiva condifionata anterior while (sau instructiune de ciclare cu test initial)
are urmatoarea sintaxa:

1: sum «— 0
1: while <expresie-booleana> d il
’ e. epe}se ooleana ° 3: while (i <n) do
2: <instructiune> .
3. end while 4: sum «— sum +1
’ 5: t—1+1
6: end while

Cat timp <expresie-booleana> este adevaratd, se executa <instructiune>; daca < exrpresie-
booleana> este falsa chiar la prima evaluare, atunci <instructiune> nu ajunge si fie realizata
niciodatd. Acest comportament este opus celui corespunzitor structurii repetitive conditio-
natd posterior repeat, unde <instructiune> este executata cel putin o data. (Dacd o expresie
are valoarea de adevir true spunem atunci cd expresia este adevdratd; daca o expresie are
valoarea de adevir false spunem atunci ci expresia nu este adevirata - este falsi).

Exemplul 1.2 Vom realiza un algoritm pentru calculul catului si restului impartiric a doud
numere intregi, prin scaderi succesive (a se vedea algoritmul 2).

Mai intai, se initializeazd catul cu valoarea zero (linia 3) $i restul cu valoarea deimpdrti-
tului (linia 4). Apoi, atdta timp cdt restul este mai mare decdt valoarea impdrtitorului (liniile
5 - 8), vom incrementa catul cu o unitate, si decrementa restul cu valoarea impartitorului.
La final, sunt afisate valorile catului si restului.

Un caz particular de structura repetitiva conditionata anterior este for, utilizata in cazul
in care o instructiune sau un grup de instructiuni trebuie sa se repete de 0 sau mai multe
ori - numarul de repetitii filnd cunoscut inainte de inceperea sa. Enunfurile repetitive bazate
pe instructiunile while si repeat sunt mult mai potrivite in cazul in care conditia de ter-
minare trebuie reevaluatd in timpul ciclarii (atunci cand numdarul de repetitii nu este cunoscut
apriori).
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Algoritm 2 Algoritm pentru calculul impartirii intregi

1: Input {a,b}
2: if ((a > 0) A (b > 0)) then

3: cat 0

4: rest «— a

5: while (rest > b) do

6: rest « rest — b

7 cat «— cat + 1

8: end while

9: Output {cat,rest}

10: else

11: Output {"Numerele trebuie sa fie strict pozitive!’}
12: end if

Instructiunea for are urmatoarea sintaxa:

1: for <Var> « <Expresiel>, <Expresie2>, 1: sum < 0

Step < p > do 2: for i — 1,n do
2: <instructiune> 3: sum «— sum +1
3: end for 4: end for

Comportamentul enuntului repetitiv for se descrie cel mai bine prin comparatie cu

enuntul repetitiv while. Astfel secventa urmatoare de limbaj pseudocod

1: for v« ej,e9 STEP p do

2: < instructiune >

3: end for

este echivalenta cu secventa ce contine enuntul repetitiv while:
DU — e
: while (v < e3) do
<instructiune>
V—v+Dp
: end while

ey reprezinta valoarea initiala, e, limita finald, iar p pasul de lucru: la fiecare pas, valoarea
variabilei v este incrementatd cu valoarea variabilei p, valoarea ce poate fi atat pozitiva cat
i negativa. Daca p > 0 atunci v va lua valori in ordine crescéitoare, iar daca p < 0 atunci v
va primi valori in ordine descrescatoare.

In cazul in care pasul de incrementare este 1, atunci el se poate omite din enuntul repetitiv
for, variabila contor fiind incrementata automat la fiecare repetitie cu valoarea 1. Daca pasul
de incrementare p are valoarea 1 atunci avem urmatoarele situatii posibile pentru constructia
for:

e FEaxpresiel > Expresie2: <instructiune> nu se executd niciodata;
e Faxpresiel = Expresie2: <instructiune> se executd exact o data,

e Faxpresiel < Expresie2: <instructiune> se executa de Fxpresie2 — Expresiel +1 ori.

Exemplul 1.3 Un caz destul de frecvent intalnit in practica este cel in care se cere deter-
minarea elementului de valoare mazximd, respectiv minimda dintr-un gir de elemente. Acest
sir de elemente poate fi pastrat intr-o structura de date elementard, cunoscuta sub numele de
vector. Un vector este un caz particular de matrice avind o singurd linie si n coloane.
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Algoritm 3 Algoritm pentru calculul elementului de valoare minima dintr—un gir

1: Input {N,z1,z2,...,zN5 }
2: Min <« 11

3: for i +— 2, N do
4 if (min > x;) then
5: min <— x;
6 end if

7: end for

8: Output { min }

Prezentam in continuare algoritmul pentru determinarea elementului de valoare minima
ce apartine unui gir de numere naturale (a se vedea algoritmul 3).

In acest algoritm se observa utilizarea enuntului repetitiv for, intdlnit, in general, in situ-
atiile in care se cunoaste apriori numarul de pasi pe care trebuie sa-l realizeze instructiunea
repetitivd.

Mai intdi se initializeaza variabila min cu valoarea elementului x1, presupundnd ca ele-
mentul de valoare minimd este primul element din cadrul vectorului X (linia 2). In continuare
vom compara valoarea variabilei min cu valoarea fiecarui element din sir (liniile 3-7): daca
vom gasi un element a carui valoare este mai mica decdt cea a minimului calculat pdna la
momentul curent (linia 4), vom refine noua valoare in variabila min (linia 5).

Structura repetitiva conditionata posterior repeat...until prezinta urmatoarea sintaxa:

1: sum «— 0
2: 7« 1
1: repeat
. . 3: repeat
2: <instructiune> .
3: until <expresie-booleana> & sum < sum 1
' P 5. i+l
6: until (¢ > n)

Atata timp cat <ezpresie-booleana> este falsa, se executd <instructiune>. Se observa
faptul cd instructiunile dintre repeat si until se vor executa cel putin o data.

Exemplul 1.4 Algoritmul 4, prezentat in continuare, calculeazd suma primelor n numere
naturale, S=1+2+34+...+n.

Notam cu S,, suma primelor n numere naturale (S, =1+ 2+ 3+ ...+ n). Aceasta se
poate calcula intr-o manierd incrementald astfel:

S, =1
Sy = 142=5+2
S3 = (142)4+3=5+3
Sy = (14243)+4=5+14
S, = (14+2+...4n—-1)+n=S5,1+n
Observatia 1.5 1. Algoritmul 4 utilizeazd enuntul repetitiv cu test final, repeat ...untsl.

2. Enunturile S «— 0 si i «— 1 au rolul de a atribui valori initiale variabilelor S i i.
Intotdeauna variabilele trebuie initializate corect din punctul de vedere al algoritmului





