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Prefata

Lucrarea prezenta se adreseaza n principal studentilor de la facultatile
cu profil tehnic gi contine elemente din urmatoarele domenii ale matema-
ticii:

Analiza complexa,

Ecuatii diferentiale ordinare,
Serii Fourier,

Transformata Laplace,
Transformata Fourier,
Transformata Z.

Datorita numeroaselor aplicatii intalnite in modelarea matematica a
diferitelor fenomene ale lumii reale, aceste capitole s-au bucurat intot-
deauna de un interes major.

Parcurgerea acestei carti presupune cunostinte de Analiza matemati-
ca, Algebra liniara, Geometrie analitica si diferentiala, dobandite in anul
I de facultate. Cu toate ca lucrarea contine si probleme aplicative, pe care
nu le regasim 1n culegerile de probleme existente, ea nu este insa suficienta
pentru cei interesati sa aprofundeze elementele teoriilor prezentate, reco-
mandandu-se astfel si parcurgerea altor lucrari, unele fiind indicate in
sectiunea Bibliografie.

Fiecare capitol prezinta cadrul teoretic de lucru, in care sunt prezen-
tate definitiile notiunilor noi, rezultatele si proprietatile de baza ale aces-
tora, unele fiind nsotite de demonstratii complete.

Conceptele si rezultatele din lucrare sunt ilustrate prin exemple rezol-
vate in detaliu, pentru o mai buna intelegere a tuturor aspectelor prezen-
tate.

Rezultatele mai importante sunt indicate cu trei cifre, reprezentand
ordinea lor in cadrul diferitelor capitole si sectiuni, dupa modelul: Teo-
rema 2.3.5. este a cincea teorema numerotata in sectiunea a treia a capi-
tolului al doilea. Finalul unei demonstratii sau al unei solutii este marcat
prin semnul [J.
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viii PREFATA

Prin aspectele teoretice studiate, prin exemplele si prin exercitiile re-
zolvate ori propuse spre rezolvare si prezente in fiecare capitol, cartea
reprezinta un instrument util pentru pregatirea in vederea sustinerii dife-
ritelor examene sau concursuri studentesti.

Craiova, septembrie 2020 Cristian Vladimirescu



CAPITOLUL 1

Analiza complexa

1. Introducere

Numerele complexe au aparut ca urmare a faptului ca nu exista niciun
numar real r care sa verifice ecuatia (ori alte ecuatii similare) 2+ 1 = 0.

Un numar complex este de forma a + bi, unde a, b sunt numere reale.
a se numeste partea reala a lui x si b se numeste partea imaginara a lui
x, iar i = v/—1 se numeste unitatea imaginard.

Doua numere complexe a + bi si ¢+ di sunt egale daca a = b si ¢ = d.

Multimea numerelor reale se poate defini ca submultimea numerelor
complexe care au b = 0. Numarul complex 0 4 07 corespunde numarului
real 0, iar —1 + 07z numarului real —1.

OBSERVATIE 1.1.1.

OBSERVATIE 1.1.2. Operatiile cu numere compleze se efectueaza ca op-
eratiile cu numere reale, inlocuind, eventual, i*> cu —1.

OBSERVATIE 1.1.3. Nu se poate introduce nicio relatie de ordine < in
multimea numerelor complexe, care sa fie compatibila cu structura alge-
brica. Deci inegalitatile intre numere complexe nu se pot defini.

Din punct de vedere axiomatic, este de preferat ca numerele com-
plexe sa fie definite ca perechi ordonate (a,b) de numere reale, ce satisfac
anumite proprietati echivalente cu cele de mai sus.

DEFINITIE 1.1.1. Prin numar complex intelegm o pereche ordonata de
numere reale, (a,b) .
Notam

C:={(z,y), z, yeR},
1



2 1. ANALIZA COMPLEXA

pe care o numim muliimea numerelor complexe.

Pentru z = (z,y) € C, notam x := Re z gi y := Im z. x, y se numesc
partea reala, respectiv imaginara, ale numarului complex z.

Deﬁnim; pentru 21 = (1‘1791) € C7 Zy = (I27y2) € C7

2tz o= (v 22,0+ ye),
2122 0 = (T1T9 — Y1Y2, T1Y2 + Tayi) -

Atunci (C,+,-) este un corp comutativ, numit corpul numerelor
complezxe.

Daca z = (x,y), atunci Z := (x, —y) se numeste conjugatul numaru-
lut complex z.

De exemplu, —2 4 57 = —2 — b1.

DEFINITIE 1.1.2. Doua numere complexe sunt egale daca au partile reale
egale si partile imaginare egale.
Este imediat ca
z-z2=%-z= (2" +¢°,0), Vz = (z,y) € C.
Notam cu
Co :={(z,0), z € R}.
Se demonstreaza imediat ca (Cop, 4+, -) este tot corp comutativ. Definind
T :R — Cy, prin
T (z) = (x,0), Vo € R,
se arata usor ca T este bijectiva si
Tx+y) = T(x)+T(y), Vo, y R,
Deci T este izomorfism de corpuri, iar (R, +,-) si (Cop, +, ) sunt corpuri
izomorfe. Prin urmare, putem identifica multimea numerelor reale cu C.
Notam cu z := (2,0) € Cy sii:= (0,1) € C. 7 se numeste unitatea
imaginara.
Folosind operatiile cu numere complexe, orice z = (z,y) € C se poate
scrie ca

(2,9) = (2,0) + (0,y) = (z,0) + (y,0) - (0,1) = z + yi.
Prin urmare, obtinem forma algebrica a numerelor complexe,

(x,y) =z +yi, Ve, y € R
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sau
z=Rez+Imz 1.
Observam ca
2= (0,1)-(0,1) = (=1,0) = =1+ 0i = —1,

iar daca z = x + yi, atunci conjugatul sau este z =z — yi.
Operatiile algebrice cu numere complexe se pot formula astfel:
1) Adunarea

(@1 4 119) + (T2 + y2i) = (21 + @2) + (Y1 + Ya1);
2) Scaderea
(@1 4 19) — (22 + y2i) = (21 — z2) + (41 — Y2) 4;
3) Inmultirea
(@1 +y10) + (22 + y2i) = (T122 — Y1y2) + (2192 + T2y1) 3

4) Impdrtirea
Daca xo # 0 gi yo # 0,

T+ Y1t _ nt Y11 Ty — Yol _ 11T — Y1y2i® + (—x1y2 + Toy1) @
To + Yoi Ty + Yoi Tg — Yai x5 — Y312
T1T2 + Y1Y2 | —T1Y2 + Talr .
2 2 2 2 b
Ty + Y3 T3 + Y3

5) Inmultirea cu un scalar real
Daca a € R si x 4+ yi € C, atunci
a(x+y) = (z+yi)a=ar+ ayi.

Se poate demonstra imediat ca C inzestrat cu operatiile de adunare in-
multire a numerelor complexe si de inmultire cu un scalar real devine un
spatiu vectorial real, i {1,i} este o baza in acest spatiu si deci

1.1. Modulul unui numar complex. Modulul numarului complex
2z = x + yt este prin definitie numarul real pozitiv

|z| = V2?2 + y>.

De exemplu, |2 + 5i] = y/(—2)* + 52 = v/29.
Proprietati ale modulului

1) |z] >0, Vz € Csi |z| = 0 daca si numai daca z = 0;
2) |laz| = |a]|z|, Ya € R, Vz € C;
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3) (Inegalitatea triunghiului) |2y + 22| < |21| + |22, V21, 22 € C;

4) |2122| = ’Zl| |ZQ| s VZl, 29 € (C,

5) 22 =%z = |2|*, Vz € C;

6) |212’2| = |21| |ZQ| s \V/Zh 29 € C,

7) |z129...20| = |21||22] - |20, V21, 22, ...y 2, € C, de unde obtinem

|2"| = |2]", Vn € N, Vz € C;
8) |&] = 21l oy 2 € C, cu 2y £ 0;

zo| ez’
9) |21 £ 29| > ||21] — |22||, V21, 22 € C;
10) |Rez| < |z| < |Rez|+ |Imz]| si [Imz| < |z| < |Rez|+ |[Imz|, Vz € C.

OBSERVATIE 1.1.4. Datorita proprietatilor 1)-3), |-| este o norma pe C,
iar spatiul vectorial C inzestrat cu norma |-| este un spatiu vectorial nor-
mat.

1.2. Proprietati algebrice ale numerelor complexe. 1) Pentru
orice z € C, Rez = £, Imz = £%;
2) z € R daca si numai daca Imz = 0;
3) z € R daca si numai daca z = Z;
4) z = 0 daca si numai daca Rez = Imz = 0;
5) Oricare ar fi 21,20 € C, 21 + 290 = Z1 + 22, 21 - 22 = 21 - 22 i, daca,

227&0 Zzg

) 29 Z3 "

1.3. Reprezentarea geometrica a numerelor complexe. Orice
numar complex poate fi reprezentat printr-un singur punct in plan (Rz),
numit imaginea acelui numar: daca z = x + yi € C, atunci imaginea sa
geometrica este punctul M (z,vy) .

Numerele din Cj se reprezinta pe axa absciselor, pe care-o numim axa
reala. Numerele pur imaginare (i.e. cele cu Rez = 0) se reprezinta pe
axa ordonatelor, pe care-o numim axa imaginara.

Reciproc, oricarui punct din plan ii corespunde un unic numar com-
plex, numit afixul acelui punct: dacd M (x,y) este un punct in planul
R? atunci z = x + yi este afixul punctului M. Se mai noteaza M (z) .

Prin urmare, orice numar complex este unic reprezentat de un punct
in plan si reciproc.

Din punct de vedere geometric, imaginea conjugatului este simetricul
imaginii numarului complex fata de axa reala.

1.4. Reprezentarea trigonometrica a numerelor complexe. Fie
z =z +yi € Csi M(2) punctul din plan de afix z. Vectorul OM este
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unic determinat de lungimea sa r,

ro=/x2+y* =z,

numita i modulul numarului complex z si de unghiul orientat ¢ €
[0, 27), facut cu sensul pozitiv al axei Oz, numit si argumentul redus
al lui z gi notat cu arg z.

FIGUuRrA 1.1.

Este evident,
a=|z|cosp i b=|z|sinp.
Prin urmare, obtinem forma trigonometrica a numarului complex
27
z = |z| (cosp + ising) .
Din geometria elementara se deduce imediat urmatoarea formula de
calcul pentru arg z, unde z = x + vy

(arctg £, daca x>0, y >0,
arctg £ +m, daca z >0, y <0,
arctg £ +m, daca z <0, y >0,
arctg ¥ + 2w, daca x >0, y <0,
/2, daca x =0, y > 0,

( 37/2, daca x =0, y < 0.

Numarului complex z = 0 nu i se asociaza niciun argument, deoarece

arg z =

0=10](cosp +isinyp), Vo € [0,2m).

Multimea
Arg z .= {arg 2 + 2km, k € Z}
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4
N
57
\ )<4,
S \ y
2z T A
FIGURA 1.2.

se numeste multimea tuturor argumentelor lui z.
Se deduce rapid ca

argz = 2m — arg z.

1.5. Punctul de la infinit. Sfera lui Riemann. Fie & planul
complex gi .7 sfera tangenta la &2 in punctul de altitudine z = 0 (Figura
1.2). Diametrul [NS] este perpendicular pe & si punctele N si S le
numim polul nord, respectiv polul sud.

Corespunzator oricarui punct A din planul &, construim dreapta
NA, care intersecteaza . in punctul A’. Prin urmare, fiecarui punct
din planul complex & 1i corespunde un singur punct pe sfera .7 si deci
putem reprezenta orice numar complex printr-un punct de pe sfera.

Si reciproc, pentru orice punct A’ de pe sfera . construim dreapta
NA’, care intersecteaza planul &2 in punctul A. Deci fiecarui punct de
pe sfera . 1i corespunde un singur punct din planul & si, in consecinta,
putem asocia oricarui punct de pe sfera un numar complex.

Observam ca atunci cdnd punctul A" € . se apropie de polul nord
N, dreapta N A’ secanta la sfera tinde spre o tangenta la .% in punctul
N, fapt care corespunde in planul &2 cregterii distantei de la A la S sau
a modulului afixului punctului A spre +oo. Deci putem afirma ca polul
nord N corespunde punctului de la infinit al planului &2, pe care il vom
nota cu co. Folosind aceasta metoda, vom considera (in sectiunile despre
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limite de siruri complexe, limite de functii complexe, puncte singulare) ca
z tinde spre punctul de la infinit, daca modulul sau tinde la +oc.

Multimea tuturor punctelor planului complex, incluzand si punctul de
la infinit se numeste planul complex inchis si se noteaza cu C := CU{oo} .

Metoda de mai sus de aplicare a planului & pe sfera .¥ se numeste
proiectie stereografica, iar sfera . se numeste sfera lui Riemann.

De remarcat faptul ca atunci cand diametrul sferei lui Riemann este
egal cu 1, ecuatorul corespunde cercului unitate (de centrul S si raza 1)
al planului complex.

1.6. Operatii cu numere complexe scrise sub forma trigono-
metrica. Fie z = r(cosp+ising), 23 = 1 (cosp; +ising,), 29 =
19 (COS g + i 8in ¢,) numere complexe, cu 5 # 0. Atunci

z1022 = rirafcos (o1 + ¢g) +isin (@ + )],

21 T ..
— = —cos (@, — py) +isin(p; — ©y)]
2 )

si are loc formula lui De Moivre
2" = 1" [cos (ny) + isin (ny)], Yn € Z.

Cu ajutorul formulei lui de Moivre obtinem ca radacinile de ordinul
n € N\ {0, 1} ale numarului complex z = 7 (cos ¢ +isiny), ¢ € [0, 27),
i.e. solutiile ecuatiei
u" =z

sunt
2k 2k
up = /2| <cosu —H'sinu) , ke{0,1,...,n—1}.
n n

1.7. Submultimi remarcabile ale planului complex. Semiplanul
superior inchis este multimea

{z € C, Imz > 0}.
Semiplanul superior deschis este multimea

{z € C, Imz > 0}.
Semiplanul inferior inchis este multimea

{z € C, Imz <0}.
Semiplanul superior deschis este multimea

{z € C, Imz <0}.
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Semiplanul drept inchis este multimea
{z € C, Rez > 0}.
Semiplanul drept deschis este multimea
{z € C, Rez > 0}.
Semiplanul stang inchis este multimea
{z € C, Rez <0}.
Semiplanul stang deschis este multimea
{z € C, Rez < 0}.

Si, similar, semiplanul deschis de la dreapta lui a € R este
multimea

{z € C, Rez > a}

etc.
Pentru zp € C si R > 0, discul deschis cu centrul in zy de raza R
este multimea

B(z0,R) :={2€C, |z— 2| < R},

discul inchis cu centrul in 2z, de raza R este multimea

B(z0,R) :={2€C, |z — 2| < R},
iar cercul cu centrul in 2y de raza R este multimea
B (zp,R) :={z€C, |z — 2| =R}.

Pentru z5 € C si 0 < R; < R,, coroana circulara deschisa de
centru zg si raze Ry, Ry este multimea

B(Zo,Rl,RQ) = {Z eC, R < ‘Z — Zo‘ < Rg},
coroana circulara inchisa de centru zj si raze Ry, Ry este multimea
B(Zo,Rl,Rg) = {Z < (C, R1 S ‘Z — Zo‘ S RQ},
coroana circulara deschisa inferior si inchisa superior de centru zj
si raze Ry, Ry este multimea
B(Zo,Rl,RQ) = {Z S C, R, < |Z — ZO| < RQ},
iar coroana circulara inchisa inferior si deschisa superior de centru

2o si raze Ry, Ry este multimea

B(Zo,Rl,RQ) = {Z € C, Rl S ’Z—Z()’ < RQ}



1. INTRODUCERE 9

OBSERVATIE 1.1.5. Vom mai folosi notatiile prescurtate (Re z > a) pentru
semiplanul deschis de la dreapta lui a, (|z — zo| < R) pentru discul inchis
cu centrul in zy, de razd R, (|z — z0| > R) pentru exteriorul discului inchis
cu centrul in 2y, de raza R etc.

DEFINITIE 1.1.3. O multime D C C se numeste mulfime marginita
daca este inclusa intr-un disc deschis centrat in origine, i.e., exista M > 0,
astfel incat

|z| < M, ¥z € D.

1.8. Structura topologica a planului complex. Definim apli-
catiad: C x C — R,

d(z1,29) := |21 — 22|, Vz1, 20 € C.

OBSERVATIE 1.1.6. Se arata usor ca aceasta aplicatie satisface propri-
etatile:

M1) d(z1,22) > 0, V21, 29 € C i d(z1,20) = 0 daca si numai dacd
21 = Z2;

MQ) d(Zl,ZQ) = d(ZQ, Zl> R \V/Zl, 29 € (C,

M3) (Inegalitatea triunghiului) d(z1,29) < d(21,23) + d(23,21), V21,
29, 23 € C.

Deci d este o metrica pe C, iar multimea C inzestrata cu metrica d
este un spatiu metric.

De fapt, aceasta este metrica obisnuita, euclidiana, deoarece, pentru
21 = a1 +1by 1 20 = as + by,

‘Zl — 22’ = \/(Cll — CL2)2 + (b1 — b2)2.

Prin urmare, topologia planului complex coincide cu topologia plan-
ului real, R2.

DEFINITIE 1.1.4. Prin gir de numere complexe intelegem o functie
2:N—>C, z2(n)=2,€C,¥neN.
zn se numeste termenul general sau de rang n al sirului.

Sirul z se mai noteazd (2n),cy -

OBSERVATIE 1.1.7. In unele situatii, multimea de indici n poate fi o
submultime a lui N, pentru care exista toti termenii z,.



10 1. ANALIZA COMPLEXA

Conform definitiei unei multimi marginite, sirul z,, n € N este marginit,
dacd exista M > 0, astfel incit |z,| < M, ¥Yn € N. In caz contrar, sirul
se cheama nemadrginit.

Cu alte cuvinte, un gir de numere complexe este marginit, daca toti
termenii sai se gasesc intr-un disc deschis (avdnd centrul in origine).

DEFINITIE 1.1.5. (2y),,cy S¢ numeste sir convergent, daca evista z € C,
astfel incit (2,),cy este convergent la z, adica 3z € C, Ve > 0,IN, € N,
vn > N,
|zn — 2| < €.
In caz contrar, sirul se numeste divergent.

Se poate arata, folosind inegalitatea triunghiului, ca daca z exista ca
in definitia precedenta, atunci el este unic. In acest caz, z se numeste
limita sirului z, si se noteaza

z:= lim z,
n—oo

sau
Zn —> 2.

TEOREMA 1.1.1. Sirul z,, cu z, = z, + ypi, n € N este convergent la
2 = x4yt daca st numai daca y, este convergent lay si vy, este convergent
lay.

Cu alte cuvinte, studiul convergentei girurilor de numere complexe
se realizeaza prin trecere la componentele sale (sirurile partilor reale si
imaginare).

ExempLu 1.1.1. Sirul z, = (1 + %)n + %i, n € N* este convergent la
e+i-0=ce.

TEOREMA 1.1.2. Dacd z, — z, atunci |z,| — |z|.

Reciproca acestei teoreme este falsi. Intr-adevir, pentru z, = (-)",
n € N*, sirul modulelor este convergent la 1, insa (z,),,.y. este divergent.
Ins#, 2, — 0 daca si numai daca z = 0.

TEOREMA 1.1.3. Dacd |z,| — r siarg z, — ¢, atunci z, — 7 (cos ¢ + ising).
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Reciproca acestei teoreme este falsa, dupa cum se poate observa prin
. . . 1" .
considerarea girului z, =1+ (=1) 1, n € N*.

n

TEOREMA 1.1.4. Dacd (z,) (Wn), ey Sunt convergente, atunci

neN»
(azn + ﬁwn)neN
este convergent, Vo, 3 € C si

lim (az, + fw,) = a lim z, + § lim w,.
n—00 n—00 n—00

EXERCITIU 1.1.1. Sirul (2"),cy este convergent doar pentru z = 1 gi
|z| < 1.

DEFINITIE 1.1.6. Spunem cd (z,), oy are limita oo, dacd |z,| — +oo. In
acest caz, notam z, — 00.

OBSERVATIE 1.1.8. Dacd (2,),,cy admite un subsir (2x,),cn CU 2k, — 00,
atunci (2,),cy €ste nemdarginit.

TEOREMA 1.1.5. Orice sir convergent este mdrginit.

Deci, pentru a arata ca un gir este divergent, este suficient sa demon-
stram ca este nemarginit.

DEeFINITIE 1.1.7. Sirul z,, n € N se numeste gir Cauchy (fundamen-
tal), daca Ve >0, IN. € N, Vn > N, Vp € N,

|Zn4p — 20| < €.

OBSERVATIE 1.1.9. Pentru a arata ca un sir este Cauchy, este suficient
sa aratam ca exista un sir a, — 0, astfel incat

|Znip — 20| < an, Vp €N §i¥n € N (sau de la un rang).

TEOREMA 1.1.6. (de completitudine a lui C) Un sir de numere compleze
este convergent daca $i numai daca este Cauchy.

Deci, (C, d) este un spatiu metric complet, iar (C, |-|) este un spatiu
Banach.
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2. Functii complexe

DEFINITIE 1.2.1. Orice functie f : D C C — C se numeste functie
complexa de variabila complexa.

Orice functie complexa determina in mod unic doua functii reale, u,
v: D — R, astfel incat, daca z = x 4+ 1y € D, atunci

f(z) = fle+w)=Ref(z)+Imf(z)i
= tu(x,y) +v(x,y)i.

Functia u se cheama partea reala a lui f si se noteaza cu Re f, iar v
partea imaginara, v =: Im f.

ExempLu 1.2.1. Pentru f : C — C, f(z) = ze*, din f(x+iy) =
(x 4 iy)e® (cosy +isiny), se deduce

Ref(z,y) = e (zcosy—ysing),
Im f(z,y) = e"(rsiny+ycosy).

EXEMPLU 1.2.2. Pentru f (z) = sin z, la fel ca in Exemplul 4.2.26, putem
determina Re f st Im f. Sau, mai simplu,

sin z = sin (z + iy) = sinx cos (iy)-+sin (iy) cos © = sin x cosh y+isinh y cos
de unde

Resin (z,y) = sinxcoshy,

Imsin (z,y) = sinhycoszx.

ez _g—iz
21

Pentru acest exemplu, se poate folosi formula sin z =
se determina ugor partile reala gi imaginara.

si apoi

ExempPLU 1.2.3. Orice functie polinomiala,
f:C—=C, f(2)=ay+a1z+ ...+ a,2", ap, ay,..., a, € C,

st orice functie rationald,
P(z)

FrOZEC QU A0} () = 5

unde P, Q) sunt functii polinomiale, reprezinta alte exemple de functii
complezxe.
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Reciproc, orice pereche de functii reale de doua variabile reale, u,

v: D C C — R determina in mod unic o functie complexa, ce are
Ref=usilmf=w:

P =t +oeayi—u (5525 ) e (FFEEE)

DerFINITIE 1.2.2. O functie f : D C C — C se numeste functie
marginita daca imaginea ei f (D) este o multime marginita, i.e., ex-
ista M > 0, astfel incat

|f (2)| < M, VzeD.

2.1. Exponentiala complexa. Consideram in cele ce urmeaza girul
n . v
Zn = (1 + %) ,n>1, unde z = x + yi € C este un numar oarecare.

Avem [za] = 142" = ((1+2)"+ (1)) = e

Apoi, Vn > 1,
| arctg 1_%%, daca y > 0,
e on = { arctg 1_%% + 27, daca y < 0.
Deci, Vn > 1,
. | 20| 005”1%% + isinnl_‘zgn) , daca y >0,

|2, | ( cos <n1ﬂgn + 2n7r> + isin (nlﬂgn + 2n7r>) , dacd y < 0.

De aici se deduce rapid ca z, — e” (cosy + isiny) .
Retinem, agadar,

(1.2.1) lim <1+%)n:e“(cosb—|—sinbi), Vz=ua+bi € C.

n—oo

Plecand de la formula din analiza reala,

. Z\"
lim (1 + —) =e€°, Vz € R,
n—oo n
consideram prin extensie definitia exponentialei numarului complex z,
z n
e® := lim <1+—> , Vz e C.
n—oo n

Folosind aceasta definitie si relatia (1.2.1), obtinem formula lui Euler

(1.2.2) e* =e”(cosy+isiny), Vz=x+ iy € C.
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Urmatoarele proprietati ale exponentialei reale se pastreaza in cazul
complex:

1) e’ =1;

2) e e =e®2 .l =12 V2 2y € G

3) (e*)" =€, Vz € C, Vn € Z;

4) 2% =e"17%2 Yz, 20 € C.

In plus, €™ = 1 g e**™ = 1, Vk € Z. Prin urmare, ecuatia e* = 1
are o infinitate de solutii, spre deosebire de ecuatia similara din analiza
reala, ce are o unica solutie, u = 0.

Pe de alta parte,

ez+2k7ri — e2k71'i+z — ez’ V2 € (C, Vk € Z,
de unde deducem ca functia exponentiala
exp: C—C, exp(z) =¢*,VzeC
este periodica, de perioada 2ms.
2.2. Functiile sin, cos, sinh, cosh complexe. Folosind formula lui
Euler, din e = cosf +isinf si e = cosf — isinf, V0 € R, deducem
ot 4 it ot _ o—if

cosf = — sinf = — Vo € R.

Prin extensie la C, definim

eiz + efiz ) eiz _ efiz
cosz = ————, sinz:= —, VzeC.
2 21
Apoi
sin z
tgz =
Cos 2
eiz _ e—iz

= ey P ECUEk D2 ke

COS 2

ctgz 1 = —
Sl z

i (e + e7'%)

elz _ @iz ’

Vz e C\{km, ke Z}.

Multe din proprietatile cunoscute din cazul real ale acestor functii se
patreaza in cazul complex, de exemplu:
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cos’z+sin’z = 1,
cos( z) = cosz, sin(—z)= —sinz
g (—2) = —tgz ctg (—2) = — ctg 2,
cos (z + 29) = oSz COS 2y F sin z; sin 2o,
sin (21 &+ 23) = sin z; cos zo £ €o8s 27 sin 29,
tg z1 + tg 2
tg (nd2) = 21— B2
1F tg 2z tg zy
sin (z +27) = sinz, cos(z+ 27) = cos 2.

Functiile trigonometrice hiperbolice sunt definite respectiv prin

coshz : = i, sinh z := l, Vz € C,
2 2
inh
tghz : ==, W eC\{(F+hn)i keZ},
cosh 2’
cosh z
tgh z : = Vze C\{kni, ke Z},
et = sinth2’ \ {hmi !
obtinand imediat relatiile
costz = coshz, coshiz = cosz,
sintz = <¢sinhz, sinhiz = ¢sin 2,
tg iz = idtanhz, tanhiz =i tg 2,
cosh®? z —sinh?z = 1,
cosh(—z) = coshz, sinh(—z)= —sinhz,
cosh (z; £ z3) = cosh z; cosh z5 & sinh z; sinh 2y,
sinh (z; £ 29) = sinh z; cosh 25 + cosh 2 sinh 2,
tgh 2y + tgh
tgh (21 + ZQ) = 8141 g1 % .
1+ tgh 2z tgh z,
2.3. Logaritmul complex. Sa consideram acum ecuatia e = z,

unde z € C*. Se demonstreaza, prin dubla incluziune, egalitatea de
multimi

{ueC,e" =z} ={ln|z| +iargz + 2kmi, k € Z}.

sau, considerand multimea tuturor argumentelor lui z, functia multivoca

logaritm complex, In : C\ {0} — £ (C),
Inz:=1In|z| +i Arg 2.
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Functia logartitm complex este multivoca, deoarece imaginea unui
numar complex prin aceasta functie este o multime de numere complexe
(nu este formata dintr-un singur element, ca in cazul functiilor uzuale,
univoce).

Insa este evident ca pentru fiecare valoare a lui k € Z, se obtine cate
o functie univoca

In|z| +iarg z + 2kmi

si toate aceste functii univoce se cheama ramuri ale functiei complexe
In z.

De regula in aplicatii se considera acea ramura a lui Inz, obtinuta
pentru k£ = 0, i.e. log: C\ {0} — C,

log z :=1In|z| + i arg z,

ramura care se mai numegte ramura principala a logaritmului com-
plex. Ramura principala este de fapt acea ramura a lui In, care verifica
proprietatea

Inl=0.

2.4. Functii trigonometrice inverse. Daca z = sinw, atunci w =
sin~! z se numeste arcsin-ul lui si se noteaza cu arcsin z. Anlog se definesc
functile arccos, arctg, arcctg etc. Functiile trigonometrice inverse sunt
multivoce si se pot exprima in functie de logartimul complex astfel:

1
arcsinz = -—1In (z’z +V1-— z2> ,

1

1
arccosz = -—1In <z+\/z2 — 1) ,
i

; 1 | 1+1z
arc Z = —1n .
& 2% 11—z

La fel se pot defini si functiile trigonometrice hiperbolice inverse:

arcsinh z = 1In (z + V22 + 1) ,
arccosh 2 = In (z + V22— 1> ,

1+ 2
1—2

1
arctgh z = §ln
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2.5. Functia putere complexa. Definim, pentru o € R* gi z € C*,
2¥ ealnz _ |Z|aeia Arg z {|Z|aeia(argz+2k7r), ke Z} 7

avand ramura principala (k = 0)

S |Z|Ot eiaargz7

si, In particular, functia radical de ordinul n > 2,
- Arg 2 . (arg z+2km)
Uz = /|z]e :{”\z|eZ = ,kEZ},
cu ramura principala (k = 0)

7= T

In acelasi mod se poate defini si functia

¥ (Z)Q(Z) — 9(z)In f(2)

Toate aceste functii cu putere complexa sunt functii multivoce.

3. Limite de functii

3.1. Notiuni si rezultate topologice. Prezentam mai intai cateva
notiuni si rezultate de natura topologica, pe care le vom utiliza pe par-
cursul acestui capitol.

DEFINITIE 1.3.1. Multimea V C C se numeste vecinatate a punctului
z0 € C, daca ea contine un disc deschis centrat in zy, i.e. Ir > 0, astfel
incat

B (z,7) C V.

DEFINITIE 1.3.2. Multimea V C C se numeste vecinatate a punctului
de la infinit oo, daca ea contine exteriorul unui disc inchis centrat in
0, i.e. Ir > 0, astfel incit dacd |z| > r, atunci z € V sau, echivalent,

C\B(0,r)CV.

DEFINITIE 1.3.3. Un punct zy se numeste punct limita sau punct de
acumulare al multimii A daca in fiecare vecinatate a lui zy exista puncte
din A, diferite de z.

Multimea tuturor punctelor de acumulare ale mulfimii A se noteaza
de requla cu A'.



18 1. ANALIZA COMPLEXA

DEFINITIE 1.3.4. O multime A C C se numeste multime deschisa,
daca ea este vecindtate pentru fiecare punct al ei, i.e., Vzg € A, AR > 0,

B (Zo, R) g A.

DEFINITIE 1.3.5. Multimea A C C se numeste multime tnchisa daca
nu este mullime deschisa sau, echivalent, orice punct de acumularea al
lui A este continut in A, i.e., A" C A.

DEFINITIE 1.3.6. Multimea A C C se numeste multime marginita daca
exista M > 0, astfel incat

|z| < M, Vz€ A

(sau, echivalent, dacd ea este continuta intr-un disc deschis).
Daca multimea A nu este marginitd, ea se numeste nemarginita.

DEerFINITIE 1.3.7. O mul{ime inchisa si marginta se numeste multime
compacta.

DEFINITIE 1.3.8. zg € C se numeste punct interior multimii A, dacd ex-
ista un disc deschis centrat in zy $i inclus in A, i.e. AR > 0, B (2o, R) C A.
Multimea tututor punctelor interioare multimii A se numeste interiorul
multimii A gi se noteaza Int(A) .

Daca orice vecindtate a lui zo confine puncte din A gi din C\ A,
atunci zg se numeste punct frontiera al multimii A. Multimea tututor
punctelor interioare multimii A se numeste frontiera multimii A si se
noteaza 0A.

DEFINITIE 1.3.9. Un punct care nu este nici punct interior, nici punct
frontiera al unei multimi, se numeste punct exterior acelei multimsi.
Multimea tututor punctelor exterioare mulfimii A se numeste exteriorul
multimii A si se noteaza Ext(A) .

OBSERVATIE 1.3.1. O multime este deschisa daca si numai daca este egala
cu interiorul sau, i.e., A = Int(A).
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DEFINITIE 1.3.10. Multimea A se numeste conexa (conexd prin arce)
dacaNzy, zo € A, exista un drum situat in A, care uneste cele doud puncte.

DEFINITIE 1.3.11. O multime deschisa si conexa se numeste domeniu.

DEFINITIE 1.3.12. Multimea A se numeste convexd daca odatd cu doud
puncte contine segmentul de dreapta ce le uneste, i.e.,

Vzy, g€ A, {(1 —t)z1 +1t2, t€[0,1]} C A

DEFINITIE 1.3.13. Multimea A se numeste stelatd daca 3zy € A, astfel
incat Vz € A, segmentul ce uneste zy cu z este continut in A, i.e.,

dzp€e A, Vze A, {(1—1t)z+tz, t€]0,1]} C A.

DEFINITIE 1.3.14. Inchiderea sau aderenta multimii A este multimea
A=AUA.

OBSERVATIE 1.3.2. Mutimea A este inchisd dacd si numai dacd A = A.

TEOREMA 1.3.1. (Bolzano-Weierstrass) Orice mullime infinita are cel
putin un punct de acumulare.

TEOREMA 1.3.2. (Heine-Borel) Multimea A este compactd daca i numai
daca din orice acoperire a lui cu multimi deschise, exista o subacoperire
finita, i.e. daca A C UpAg, Ax multimi deschise, exista Ay, As, ..., A,
astfel incat

AC UL Ay

3.2. Limite de functii.

DEFINITIE 1.3.15. Fie f : D C C — C gi zp € CN D'. Spunem ca
functia f are limita wy € C tn zy, daca oricare ar fi V o vecinatate a
lui wy, exista U vecinatate a lui zg, astfel incat f (U) C V' sau, echivalent,
Vz e U, rezulta f(z) € V.

Aceasta definitie este echivalenta de fapt cu urmatoarea



20 1. ANALIZA COMPLEXA

DEFINITIE 1.3.16. Functia [ are limita wy € C in zy, daca Ve > 0,
30 > 0, Vz € D\ {z} cu |z — 2| <9, avem

|f (2) —wo| <e.

OBSERVATIE 1.3.3. Limita unei functii intr-un punct, dacd existd, este
unica si se noteazd

lim f (z) = wy.

z—20

3.3. Limita la co. Folosind schimbarea de variabila (transformare)

w = %, punctul de la infinit in planul variabilei z se transforma in punctul
w = 0 in planul variabilei w gi reciproc. Prin urmare, pentru a studia
limita functiei f in punctul de la infinit, z = co, efectuam schimbarea de

variabila z = % si calculam limita functiei f (%) in punctul w = 0.

DerFINITIE 1.3.17. Fie f : D C C — C o functie, unde D contine ex-
teriorul unui disc centrat in origine (|z| > r). Spunem ca functia f are
limita wy € C la oo, daca Ve >0, 30 >0, Vz € D cu |z| > 0, avem

|/ (2) —wo| <e.

OBSERVATIE 1.3.4. Limita functiei f in punctul de la infinit, daca exista,
este unica i notam

lim f(z) = wy.
Z—00

DEFINITIE 1.3.18. Fie f: D C C — C o functie si zo € CND'. Spunem ca
functia [ are limita co tn punctul z = zy si notam lim,_,, f (z) = oo,
daca Ve >0, 36 > 0, Vz € D\ {20} cu |z — 2| < 0, avem

[f (2)] > e

DEFINITIE 1.3.19. Fie f : D C C — C o functie, unde D contine ex-
teriorul unui disc centrat in origine (|z| > r). Spunem cd functia f are
limita oo la oo si notam

lim £ (2) = oo,

daca Ye >0, 30 >0, Vz € D cu |z| >, avem

[f (2)] > e
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TEOREMA 1.3.3. Dacd 29 = xo+yoi $i wy = ug+vot, f = u+wvi: D — C,
z0 € D', atunci

lim f(2) = wp
Z—r20

daca si numai dacd
lim  u(z,y) =up
(z,y)—(z0,y0)
$U
lim  v(z,y) = v.
(z,y)—(z0,y0) (=.9)

Deci, studiul limitelor functiilor complexe se reduce la studiul limitelor
functiilor reale, prin trecere la componente. Prin urmare, toate operatiile
si proprietatile limitelor de functii din analiza reala se pastreaza in cazul
complex. Printre acestea, enumeram urmatoarele.

Presupunem ca lim, ., f(2) = wy, lim,,,,g(2) = wy si a € C.
Atunci:

1) lim, ., [f (2) + g (2)] = w1 + wa;

2) hmz—>z0 [f (Z) -9 Z) = W1 — Wa;

3) hmz—)zo f(Z g Z) = Wi1wWa;

4) Tim. o, 5 = 3

5) lim, ., (af) (2) = aw,

TEOREMA 1.3.4. lim, ,,, [ (2) = wo daca si numai dacd
lim |f(2) —wy| = 0.

|z—20|—0

TEOREMA 1.3.5. (Criteriul lui Heine, cu siruri) im,_,,, f (z) = wo dacd
st numat daca ¥ (2,), C D\{20}, 20 = 20, avem f(z,) — wy.

—1
z

EXEMPLU 1.3.1. lim, o 22 = 1: lim, ,, & Igpez —

z

1.1 1
=1; lim,_, 5

4. Continuitate

DEFINITIE 1.4.1. Fie f : D C C — C o functie si zo € D N D'. Spunem
ca functia f este continua itn punctul zy daca

lim f(2) = f (=)



22 1. ANALIZA COMPLEXA

Functia f este continua pe multimea D daca este continud in
fiecare punct din D.

TEOREMA 1.4.1. Dacd zo = xo + yoi st f (20) = ug + voi, [ = u + vi :
D — C, z € D', atunci

lim f(2) = f (20)

Z—20

daca st numai daca

lim u(r,y) =u
o)y U BY) = o

St
R
Deci gi studiul continuitatii functiilor complexe se reduce la studiul
continuitatii functiilor reale, prin trecere la componente. Si toate op-
eratiile si proprietatile de continuitate a functiilor din analiza reala se
pastreaza in cazul complex. Printre acestea, enumeram urmatoarele.
Presupunem ca functiile f si g sunt continue in z, iar a € C Atunci:
1) f + g este continua in zy si lim, ., [f (2) + g (2)] = f (20) + 9 (20) ;
2) f — g este continua In zp si lim, ., [f (2) —g(2)] = f (20) — 9 (20) ;
3) fg este continua in 2o si lim. ., f (2) g (2) = f(20) 9 (20);
4) £ este continud in zo dacd g (z) # 0 si lim,_,,, & = L0 o),
)

I
g ‘ 9) = g0)
5) aof este continua in zq si lim, ., (af) (z) = alim, ., f(2).

TEOREMA 1.4.2. lim, ., f(2) = f (20) daca si numai daca

lim |f(2) = f (0)| = 0.

|z—z0|—

TEOREMA 1.4.3. (Criteriul lui Heine, cu giruri) f este continud in zg
daca si numai daca ¥ (2,), C D, z, — 2, avem f (z,) = f(20) -

5. Derivabilitate complexa. Relatiile Cauchy-Riemann

Fie f o functie (univoca) definita pe multimea D C Csi zo € DN D'.

DEFINITIE 1.5.1. Spunem ca functia [ este derivabila tn punctul z,

daca exista limita
o S = ()

2—2p Z— 2

e C.
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In acest caz notim
. [(2) = f(20)
/ Pyp—
I (z0) == Zhnzlo EE—

st o numim dertvata functiei f in punctul z,.

DEFINITIE 1.5.2. Functia f se numeste derivabila pe mulfimea D,
daca este derivabild in fiecare punct zg € D. Daca D este un domeniu,
atunci f se numeste olomorfa pe D.

DEFINITIE 1.5.3. Functia f se numeste derivabila de doua ori tn
punctul zo € D, [ si f' sunt derivabile pe o vecinatate a lui i existd

limita / /
i L) = (=)

Z—r20 z — ZO

In acest caz notam

f// (ZO) — lim f/ (Z) — f/ (ZO)

Z—20 z — ZO

st 0o numim derivata a doua a functiei f in punctul zy. f se numeste
derivabila de doua ori pe multimea D, daca este derivabila de doud
ort in orice punct zg € D.

Analog se defineste notiunea de functie derivabild n ori (n > 3),
derivata de ordin n notindu-se cu f™.

DEFINITIE 1.5.4. Functia f se numeste de clasd C° pe multimea D si
notaim f € C°(D), dacd f este continud pe D. Functia f se numeste
de clasd C™ pe multimea D si notam f € C™(D) (n > 1), dacd [ este
derivabild de n ori pe D si f) este continud pe D. Functia f se numeste
de clasa C* pe multimea D si notam f € C* (D), daca este derivabila
de orice numar de ori pe multimea D.

OBSERVATIE 1.5.1. Ca in analiza reala, derivata de ordin 0 a functiei f
este, prin conventie, functia insdsi, f© = f.

Avem si pentru derivabilitate un criteriu cu siruri.

TEOREMA 1.5.1. (Criteriul lui Heine, cu siruri) [ este derivabild in zo
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daca si numai daca ¥ (z,), C D, z, = 2o, exista limita

i L) = F(=0)

In acest caz

zn) — f (2
f/(ZO) = lim f( n) f( 0).
n—oo Z'I‘L — ZO
Regulile cunoscute de derivare din analiza reala se pastreaza in cazul

variabilelor complexe. Daca f, g sunt derivabile In punctul z si ¢ € C
este o constanta, atunci au loc urmatoarele proprietati.

1) () =0

2) [f () £ g ()] = f'(2) + (z)

3 [ (2)g () =1 (2)g(z ) F () (2);
4) (ggz) _ f’(Z)g([ZQ)(Z)J]”g 2g'(2).

B) [f (g ()] =f'(9(2) g ().

De asemenea,

(") = nz"' VneN,
[(g(2)" = nlg@)]" "g(2), VneN,
(%) = —%, Vn € N*, Vz € C*,

1

/
/

ng' (z .
([g (2>]n> = _—[g (‘(i)(]n)_l,Vn eN" VzeC,cug(z)#0,
() = e, VzeC,
(sinz)’ = cosz, (cosz) = —sinz,
(sinhz) = coshz, (coshz) = sinh z.

Prin urmare, orice functie polinomiala este derivabila pe C. Cum C
este domeniu, functiile polinomiale sunt olomorfe pe C.

EXEMPLU 1.5.1. Calculati f'(2), dacd: a) f(2) = 42% — 222 —52+3; b)
f(2) = i ) F(2) = (22 = 3iz)".

2
Solutie. a) 1222 — 4z — 5; b) (QT;G) c) 482% — 180i2* — 21623 + 81422
U
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