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Prefato

Aproximarea numericd este una dintre cele mai utilizate metode de rezolvare a unei
probleme complexe, ea preocupand de-a lungul timpului numerosi matematicieni, ce si-au
legat numele de o serie de metode consacrate folosite, si de obtinerea unor algoritmi, in
vederea implementirii acestora in diverse programe pentru calculator. In ultimele decenii,
metodele numerice s-au dezvoltat foarte mult, ceea ce a permis rezolvarea unor probleme
ingineresti de mare complexitate intr-un timp foarte scurt si cu o precizie foarte buna.

Acest material este un suport de curs si se adreseaza studentilor de la Facultatea de
Automatica, Calculatoare si Electronica a Universittii din Craiova, ce urmeaza cursul de
Metode Numerice. El este conceput in special pentru studentii de la specializarile de
Ingineria Sistemelor (Automatica si Informatica Aplicatd, Ingineria Sistemelor Multimedia),
precum si Mecatronica - Robotica, dar poate fi utilizat si de studentii ce urmeaza cursurile
altor specializari de inginerie.

Obiectul acestui manual este acela de a propune o explicatie succintd a conceptelor
predate la curs. Numeroase carti de Metode Numerice existd la momentul actual. S-a cautat
aici, tinand cont de constrangerile volumului orar, de cunostintele studentilor din primul an de
studiu, dar si de exigentele disciplinelor din anii superiori, a se pune bazele "cunostintelor
numerice” necesare, in scopul asigurarii unui studiu individual cat mai productiv al
studentilor, precum si facilitarea lecturii altor materiale de specialitate.

Structurat in 3 parti - 8 capitole, materialul permite abordarea unor probleme numerice
diverse, necesare oricdrui viitor inginer, precum metode exacte si aproximative de rezolvare a
sistemelor de ecuatii liniare si neliniare, metode de determinare a valorilor si vectorilor proprii
ai unei matrice, interpolarea polinomiala si cu functii spline, derivarea si integrarea numerica,
metode de rezolvare a ecuatiilor diferentiale ordinare. Partea a treia cuprinde o recapitulare
rapida si eficientd pentru examenul semestrial, cu fise de metoda corespunzatoare metodelor
studiate, cateva modele de subiecte pentru examen, dar si subiecte date anterior la examen,
toate acestea in vederea pregatirii cat mai eficiente a examenului final la disciplina Metode
Numerice.

Manualul este conceput pentru un curs de un semestru: 14 cursuri de 2 ore si 14
laboratoare de 2 ore. Prin prezenta exercitiilor propuse spre rezolvare la finalul fiecarui
capitol/paragraf, se doreste evitarea "sindromului paginii albe" si "fortarea" stapanirii
mecanismelor numerice de calcul, prin insasi repetarea lor.

Cursul fiind destinat viitorilor ingineri, In scopul cunoasterii metodelor numerice de
bazd necesare rezolvarii problemelor ingineresti, el nu este incarcat cu demostratii ale
propozitiilor sau teoremelor utilizate (acestea fiind lasate ca lecturd bibliografica studentilor
interesati), ci urmareste "impregnarea" studentilor cu metode de aproximare cat mai rapide,
care pot fi programate ulterior, In scopul determinarii unei solutii pentru problema modelizata
dorita.

Prima parte a fiecdrui capitol cuprinde prezentarea unor notiuni teoretice si deducerea
unor algoritmi pentru metodele prezentate, iar a doua parte se refera la calcule numerice pe
baza algoritmilor respectivi si la testarea lor pe exemple numerice concrete, ce vor fi folosite
in verificarea programelor implementate ulterior in cadrul orelor de laborator. Sunt prezentate
de asemenea, exercitii rezolvate, care demonstreazd fie rezultate teoretice, fie reprezinta
aplicatii ale algoritmilor de calcul numeric. Unele probleme propuse au si rezultate, sugestii
sau solutii complete. Altele sunt prezentate in mod intentionat fara rezultat, lasand astfel
studentilor "sarcina” de a atasa ei Insisi un rezultat, obtinut fie prin rezolvare analitica, fie cu
ajutorul algoritmilor pe care acestia i-au programat in timpul orelor de laborator. La sfarsitul
fiecarui capitol, sectiunea ,,Ce nu vi s-a spus ... doreste sa incite studentii la eventuale lecturi
suplimentare, pe baza bibliografiei furnizate, In tematica prezentatd in capitolul respectiv.
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Diverse simboluri grafice au fost utilizate, in scopul asigurarii unei lecturi cat mai agreabile a

ﬁ o= n\P.n. ‘O‘
acestui manual. Simbolul T indica o Definitie, " o Teoremd, 'V o Propozitie, iar ¢ *
o Observatie. """ a fost utilizat pentru a marca prezenta unor exemple detaliate de

gt

aplicare a metodelor numerice prezentate, simbolul *

sectiunea Problemelor propuse spre rezolvare. ®®* apare ori de cate ori se doreste
sublinierea unui punct critic al metodei In cauza sau a unui comportament mai interesant al

marcheaza un Algoritm, iar =

—
o— T .

unui algoritm, iar C%' pentru a semnala mici trucuri mnemotehnice. Se face destul de des
trimitere catre referintele bibliografice [PM07] si [PM13], in care numeroase rezultate
teoretice abordate In acest manual sunt demonstrate, iar diversi algoritmi numerici necesari
viitorilor ingineri sunt prezentati.

Sunt prezentate in acest manual metodele de baza ale calculului numeric. Se regasesc
aici cele mai importante metode numerice prin care obtinem solutii aproximative pentru
diferite probleme matematice studiate, spre exemplu la cursurile de Algebra liniara si/sau
Ecuatii diferentiale. Dupd fiecare metodad este prezentatd si algoritmizarea corespunzatoare
intr-un limbaj pseudocod. Activitatea studentilor pe parcursul laboratoarelor va consta in a
proba valabilitatea acestor algoritmi, prin programarea lor intr-un limbaj, spre exemplu
C/C++, si a-i testa, in vederea stabilirii avantajelor, dezavantajelor, respectiv limitelor
acestora. Parcurgerea si intelegerea acestui manual necesitd cunostinte din Analiza
Matematica, Algebra liniara si Ecuatii diferentiale, precum si notiuni de programare.

In afara prezentului manual de curs, studentii mai pot consulta si diversele materiale ce
se gasesc pe site-ul web ce l-am creat si pe care 1l mentin actualizat din anul 2012, site gazduit
la adresa https://mracila.com/mn; site-ul contine materiale necesare desfasurarii activitatilor
de curs, seminar si laborator la disciplina Metode Numerice, cu numeroase probleme rezolvate
si unele aplicatii practice.

DE CE toata aceastd "organizare" pentru cursul de Metode Numerice ? Pentru ca, la
final, dumneavoastra, studentii, sd deveniti acei ingineri capabili sd modelizeze si sd rezolve
cu precizie problemele intalnite, de orice natura ar fi acestea (fizica, mecanica, electrica, etc).

Nu in ultimul rand, doresc sa amintesc deosebita placere cu care am lucrat si lucrez cu
studentii de la specializarile Ingineria Sistemelor si Mecatronicd-Robotica ale Facultatii de
Automatica, Calculatoare si Electronica a Universitatii din Craiova. Aceasta carte le este
dedicata.

Mihaela Racila
Craiova, 2020
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Introducere in Metodele Numerice

Putem defini Metodele Numerice ca fiind disciplina ce permite simularea cu ajutorul
unui calculator a unui fenomen sau proces descris printr-un model matematic.

Fenomen fizic, Model Analiza Matematica:

mecanic, biologic, etc. Matematic: Problema bine pusa, bine

//Observatii ey SCTiCTCA CCUALIION  fmmnp( CONditionata, solutie

experimentale (diferentiale, cu analitica, proprietatile
derivate partiale, solutiei (stabilitate, etc.)
integrale, etc.)

l-________________________ _—e——_—————"

Simulare Programare : Metode Numerice :
Limbaj de Metode de aproximare,
programare (C, C++, discretizare, analiza

Y Matlab, Scilab, Wy algoritmilor (precizie,
altele) rapiditate, ..), estimarea
Implementarea erorilor
algoritmului

Post-procesare :
Vizualizare
Analiza rezultatelor

|
|
|
|
|
|
|
|
|
Optimizare |
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Metode Numerice

Modelul Matematic: Un model este un concept utilizat pentru a reprezenta ceva, un
fenomen, un process, etc. El utilizeaza concepte matematice : constante, variabile, functii,
ecuatii, operatori, etc. Abstractizarea permite construirea unor modele ce au o validitate si o
utilitate generald in lumea reala, considerand unele simplificari ale sistemelor studiate.

Interesele modelului matematic sunt numeroase :

v’ prevederea evolutiei unui sistem in functie de diferiti stimuli, fard a repeta fiecare
experiment, sau in situatii ne-verificabile experimental;

v’ actionarea asupra unui sistem, propunind strategii optimale (teoria controlului
optimal);

v’ formularea si validarea cantitativa a ipotezelor;
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v' explorarea proprietatilor unui model, spre exemplu: studiul elasticitatii, vascozitatii
sau plasticitatii materialelor, reconstituirea unor obiecte 3D prin mijloace non-
invazive, etc.;

v nu in ultimul rAnd, un model matematic este mai putin costisitor decat un model fizic.

Dificultatile construirii unui model matematic constau in :

v' erori sau non-exhaustivitatea datelor experimentale ;
v’ dificultatea (sau chiar imposibilitatea) rezolvarii exacte a modelului matematic creat.

Modelizarea matematica este in mod clar un proces iterativ. Modelul nu apare pur si
simplu in urma examinarii sistemului (fenomenului); din contra, el rezultd dintr-un sir
“delicat” de decizii si de revizii. Delimitarea insasi a sistemului este o alegere ce evolueaza in
cursul procesului de modelizare/simulare. In orice moment, simularea numerici permite
explorarea comportamentelor generate de ecuatiile ce compun modelul. Prin intermediul
confruntarii acestor comportamente simulate cu cele cunoscute deja ale sistemului studiat, se
poate realiza eventuala modificare, afinare sau dezvoltare a sistemului modelizat. Astfel, se
amelioreazi intelegerea sistemului studiat. In afara intelegerii comportamentelor sistemelor,
modelele matematice permit testarea si evaluarea diverselor strategii de actiune. Spre
exemplu, in cazul unei epidemii, un model matematic realizat ar putea defini strategiile de
vaccinare sau de izolare a bolnavilor.

Trebuie totusi amintit Incd o data (si dealtfel mereu), cd un model este o aproximare a
realitatii, ca pertinenta si utilitatea sa sunt functii de alegerile facute in timpul elaborarii
acestuia, ca aceste alegeri sunt ghidate de necesitétile a priori, carora modelul va fi conceput
pentru a raspunde.

Analiza Matematica: Trebuie in primul rand sd ne asiguram de existenta si unicitatea
solutiei modelului matematic creat. Dacd nu existd unicitate, vor trebui adaugate conditii
suplimentare modelului, care sa asigure buna alegere a solutiei ce corespunde fenomenului
studiat. Vor fi studiate apoi proprietdtile solutiei, in special stabilitatea acesteia: mici
perturbdri admisibile ale datelor trebuie sa induca doar mici perturbari asupra solutiei. Vom
cauta solutii analitice pentru cazuri simplificate, pentru a putea testa apoi metodele numerice
si algoritmii dezvoltati.

Metodele Numerice: Calculatorul este astdzi o unealta inconturnabild in ceea ce priveste
modelizarea si simularea sistemelor complexe, insd trebuie sd stim sd ne exprimdm
problemele in limbaj matematic, fie ca ele sunt de naturd fizica sau mecanica, electrica,
bilogica, etc... Suntem obisnuiti sd rezolvidm problemele in mod analitic, in timp ce
calculatorul nu lucreaza decat cu siruri de numere. Vom vedea cd existd deseori mai multe
moduri de abordare pentru rezolvarea unei aceleasi probleme, ceea ce conduce la algoritmi
diferiti. Unul dintre obiectivele acestui curs este acela de a furniza baze cat mai riguroase
pentru dezvoltarea unor algoritmi utili In rezolvarea diverselor probleme ingineresti.

Un algoritm, pentru a fi util, trebuie sa satisfaca trei conditii. El trebuie sa fie:

v Rapid: numarul operatiilor necesare pentru a ajunge la rezultatul dorit trebuie sa fie
cat mai redus posibil;

12



v Precis: algoritmul trebuie sd tind cont de efectul erorilor inerente oricarui calcul
numeric; aceste erori se pot datora fie modelizarii, fie datelor (obtinute prin masuratori
spre exemplu), sau insdsi metodei de aproximare;

v Suplu: algoritmul trebuie sa fie usor transpozabil pe probleme diferite.

Alegerea si optimizarea algoritmilor numerici este cruciald atat pentru calculul de tip
industrial, adesea foarte repetitiv si trebuind deci sa fie executat in timp foarte scurt, cat si
pentru calculul clasic, ce are ca limitd doar rabdarea celui care 1-a creat. Experienta arata ca
intre o aproximare numerica standard si una bine reflectatd, optimizata, un castig in timp de
calcul de factor 100 si chiar mai mare este adesea observat. Este clar ca putem trece, prin
acest efort, de la un calcul total nerezonabil, la unul perfect banal: toatd "cheia” calculului
numeric este aici; este deosebit de importantd buna cunoasterea metodelor numerice, a
avantajelor si limitelor acestora.

Erori: Simplul fapt de a utiliza calculatorul pentru reprezentarea numerelor reale
induce erori. In consecintd, in loc de a Incerca sa elimindm erorile, este preferabil sa incercam
a le controla efectele.

In general, putem identifica mai multe niveluri de erori in aproximarea si rezolvarea
unei probleme ingineresti.La cel mai inalt nivel, gasim eroarea ce provine din insasi faptul ca
am redus realitatea fizica a problemei la un model matematic, este o eroare inerentd. Astfel
de erori limiteaza aplicarea modelului matematic in anumite situatii si nu se afla in "campul
de control” al Calculului Numeric. Cel mai adesea, nu putem da o solutie explicitd unui model
matematic creat, fie ca el este exprimat printr-o integrala, o ecuatie algebrica sau diferentiala,
un sistem liniar sau neliniar.

Rezolvarea cu ajutorul algoritmilor numerici induce inevitabil introducerea si
propagarea erorilor de rotunjire.

In plus, apar adesea alte erori, legate de faptul ci un calculator nu poate realiza decat
intr-o manierd aproximativa calcule ce implica un numar infinit de operatii aritmetice. Spre
exemplu, calculul sumei unei serii se realizeaza utilizind o formuld convenabila de
aproximare; apar astfel erorile de trunchiere sau erorile de metodd.

Erorile inerente sunt anterioare aplicarii metodei numerice, iar erorile de trunchiere si
de rotunjire apar in timpul calculului numeric.
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1. Regolvawrear numericav v sistemelor Liniawe

Cﬂ{;

Obiective: dupd parcurgerea acestui capitol vefi fi capabili si:
v' rezolvati un sistem liniar folosind metoda de eliminare a lui Gauss
v’ rezolvati un sistem liniar folosind metoda de factorizare LR a unei matrice
v' rezolvati un sistem liniar folosind metodele iterative Seidel-Gauss si
Jacobi
v' calculati numeric un determinant si inversa unei matrice

1.1 Elemente esentiale de analiza matriceala — Ne amintim ...

Numim matrice m x n sau de ordin m x n cu coeficienti in R, orice ,,tabel” cu m linii si n
coloane, cu elemente din R. Multimea acestor matrice o vom nota cu R™",

Notam prin a;; elementul matricei situat pe linia i, coloanaj (i = 1,...m j = 1,..,n).

O matrice A4 este reprezentata intre doua paranteze:

Aip . . Q1j . . Qup
A=1 Q1 - Qij Qin
am1 Amj Amn

sau = (aij)lsism .
1<jsn

O matrice m x I se numeste vector-coloand, iar o matrice / x n se numeste vector-linie.

Daca m = n, spunem ca matricea este o matrice patratica.

Spunem cd o matrice patratica este superior triunghiulara (triangulard) daca: a; = 0
pentru i > j si inferior triunghiulara (triangulard) daca: a; = 0 pentrui <j.

Numim transpusa matricei A, matricea A’, care se obtine prin schimbarea liniilor cu
coloanele In matricea initiald : A = (aﬁ)15 j<n -

1<ism

O matrice se numeste simetricd, daca a; = aji, pentru orice i si j diferiti.

Prin urma unei matrice patratice vom Intelege suma elementelor de pe diagonala
principala a matricei, adica: tr(4A) = XL a; = a4 + Az + -+ Ay -

Calcul matriceal elementar
Adunarea matricelor

Daca 4 = (aij)lsism si B= (bij)lsism sunt doud matrice m x n , definim suma
1<j<n 1<j<n

matricelor A si Bprin: A+ B = (aij + bij)lsism .

1<jsn
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! ! ! Suma a doua matrice de ordine diferite nu este definita.
Adunarea matricelor este comutativa si asociativa.

Inmultirea matricelor

Daca A = (a;;)1<ism este o matrice m x n si B = (bkj)1sk5n este o matrice n x p,
1<ksn 1<j<p

definim produsul matricelor A si B prin: AB = (Zﬁ=1(aikbkj))ij ,1<i<m1<j<p

(elementul (4B); se obtine ca produs scalar intre linia 7 a lui 4 §i coloanaj a lui B).

m Inmultirea matricelor nu este in general comutativa.

Daca dimensiunile matricelor sunt compatibile, Inmultirea este asociativa si distributiva
fata de adunare.

Calculul unui determinant de ordin n - regula lui Laplace

Fie 4 o matrice patratica de ordin n, n > [. Notam prin 4y (1 < i,j < n) matricea
patratica de ordin # - / obtinuta prin suprimarea liniei i si coloanei j din matricea 4.
Determinantul lui 4 se poate calcula cu formula:

n
det(A) = Z(—l)”jaijdet (Ai)
j=1
oricare ar filinia i, 1 < i < n, sau, echivalent,
n
det(4) = Y (~1)aydet (4;))
i=1

oricare ar ficoloanaj, 1 <j <n.

= Truc mnemotehnic: Pentru a retine semnele acestor doudi formule, putem remarca
faptul ca distributia semnelor + si - in formula (—1)'*/ este asemanitoare cu distributia
patratelelor negre si albe pe o tabla de sah :

18



Determinant de ordinul 2

det(4) = |

aq2
az;

| = Aq110Q3 — U100y

Determinant de ordinul 3 — regula lui Sarrus / regula triunghiului

aiq

det(4) = |a21

asy

a2 Qg3
Ay Q3| =
asz; dsz

= Q11022033 + A103,Q13 T Q12023031 — Q130,031 — 03032011 — Az1012033

A11 Q12 Qg3 Aq1 Qg
a1 Az dz3 a a
21 22
a a a A11022033 + A12023031 + A21032013
31 32 33 az; ds;
aj; QA dq3 Aqq Qg
(21 G2z U3 dyp Gy —Qq3022031 — Q3032011 — 021012033
(31 Gs2 U33 qqq  agy
\ ¢
\ —
s o . . .
Regula triunghiului
a1 Q12 Qg3
Az1 QApp Ap3 11032033 +
a3y Gzz 0Azz
a1 Q412 Qg3
Az1 Gz QA3 + a1a3,a43 +
A3; Qdzp QAgzg
a1 A1 Qg3
a21 a22 a23 + a12a23a31
dz; Qzp; Q33
a1 QA1 Oq3 o
Ay; Gyy  Gp3 13022031
d31 Qzp; AQAgzz
ai1 Q12 Qg3
A1 dzz U3 — Ay3033011 —
Az O3y Qzz
a1 A1 Qg3
a1 Oz A2z g
a31 a32 a33 21412433
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Determinant de ordinul 4

A11 Q12 413 Qq4
det(4) = A1 Az Qz3 dpg
a3y A3z 0433 dzg
Qg1 QAyup Qg3 Ay

App dz3 Ay a1 Q3 Qg A1 Qzz Ay
= aqq1|A32 a3z Q34| —aqy |31 A33 Q34| +aq3 (931 A32  d34| —
Aup Qg3 Ay Qg1 Qg3 Qg Qg1 QAup Ay

a1 Az dzz
Qg4 |31 Q32 033
Ay1 Qg Qu3

1.2 Conditionarea unui sistem liniar

Fie sistemul liniar nesingular Ax = b unde x este vectorul necunoscut, b este un vector
dat in R", iar A este In R"* " si sistemul liniar perturbat Ay = b + &b unde &b este o mica
perturbare a lui b. Prin liniaritate, solutia y a sistemului perturbat este legatd de solutia x a

sistemului neperturbat prin relatia y = x + 6x , cu Adx = 6b.
I| x|l 2

5B
n functie de eroarea relativa —-

lIbll
Illijlll K(4) |||5bb||" unde K(A4) este numarul de

conditionare al matricei A. Remarcam ca daca numarul de conditionare este mare, solutia
sistemului va fi sensibild la variatii ale termenului liber (perturbarea datelor de intrare ale
sistemului...).

Ne intereseaza majorarea erorii relative ——- produsa

pe termenul liber. Se poate demonstra ca

m Faptul ca un sistem liniar este bine conditionat nu Inseamna neaparat ca solutia sa

va fi aproximata cu o bund precizie. Trebuie 1n plus sa utilizam si algoritmi stabili din punct
de vedere numeric, in acest sens.. Invers, un numar mare de conditionare al unei matrice nu
impiedicd neapdrat ca sistemul global, In ansamblu, sd fie bine conditionat, pentru alegeri
particulare ale membrului drept.

In general, numdrul de conditionare al unei matrice 4 nesingulari se defineste prin:
K(4) = lAlNAlITY = 1,

unde ||*|| este o normd matriceala, de exemplu: ||Afl; = max Zl_1|au| sau
] sl

Immn=£f§ZhJ%A

Exemplu: matricea lui Hilbert

H= (hij)i,j=1,..,n
1

hii = ————
Yoi+j-1

este o matrice ce are un numar mare de conditionare.
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