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CAPITOLUL 1

Introducere

Rolul ecuatiilor cu derivate partiale (liniare sau neliniare) in matematica este de o impor-
tanta primordiala, fiind strans legat de studiul fenomenelor din lumea reala. Cercetarea
acestor modele matematice a avut un progres important pornind de la lucririle de pionie-
rat ale lui Laplace, Poisson si Helmholtz pana la studiul modern al ecuatiilor cu derivate
partiale neliniare, care pot implica multe particularitati, precum prezentta unor energii cu
faze multiple si cu regim mixt. Multe ecuatii cu derivate partiale neliniare descriu fenomene
naturale fundamentale gi ne ajutd sa formulam, sd modelam gi sa intelegem un spectru larg
de probleme care apar in multe domenii ale gtiintelor aplicate.

Prezenta lucrare este bazata pe rezultate originale legate de analiza calitativa, cantitativa
gi de perturbare a solutiilor (slabe sau netede) pentru mai multe clase de ecuatjii cu derivate
partiale quasiliniare cu conditii pe frontiera de tip Dirichlet, Neumann sau Robin. Problemele
analizate In aceastd lucrare sunt descrise atat de operatorul p-Laplace (pentru 1 < p < 00)
cat si de combinatii de operatori diferentiali quasiliniari, ceea ce genereaza ecuatii cu faza
dubla (respectiv, (p, q)-ecuatii).

Principalele rezultate originale din aceasta lucrare stabilesc conditii suficiente de exis-
tenta a solutiilor, proprietati de multiplicitate si de regularitate a solutiilor, diverse feluri de
perturbari, efecte combinate ale mai multor tipuri de neliniaritati, etc.

1.1 Publicatii, diseminare si activitati adiacente

Acest volum este constituit din prezentul capitol introductiv, patru capitole care contin
contributiile originale, precum si doua anexe cu rezultate auxiliare.
Rezultatele principale din aceasta carte sunt incluse in urmatoarele articole:

[02019] F.-I. Onete, On a class of quasilinear problems with double-phase reaction and
indefinite weight, An. Univ. Craiova Ser. Mat. Inform. 46 (2019), no. 1, 218-222.
Indexat BDI. WOS: 000473310900018
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[OPV2020] F.-I1. Onete, N.S. Papageorgiou, C. Vetro, A multiplicity theorem for para-
metric superlinear (p, ¢)-equations, Opuscula Math. 40 (2020), no. 1, 131-149.
Indexat BDI. WOS: 000518176400008

[LO2020] S. Leonardi, F.-I. Onete, Nonlinear Robin problems with indefinite potential,
Nonlinear Anal. 195 (2020), Paper 111760.
Cotat ISI. 2020 Impact Factor: 2.064. Category Rank: 36/330 (Mathematics); 71/265
(Applied Mathematics). WOS: 000522150400025

[OPR2021] F.-I. Onete, N.S. Papageorgiou, V.D. Radulescu, Twin positive solutions for
resonant singular (p, ¢)-equations, Special Issue in honor of Alan C. Lazer, Electron. J. Diff.
Eqns., Special Issue 01 (2021), pp. 169-182.

Cotat ISI. 2020 Impact Factor: 1.282. Category Rank: 106/330 (Mathematics); 148/265
(Applied Mathematics). WOS: 000773560500009

Articolul [LO2020] prezentat mai sus a fost premiat in cadrul competitiei nationale “Pre-
mierea Rezultatelor Cercetarii" de catre UEFISCDI:
S. Leonardi, F.-I. Onete, Nonlinear Robin problems with indefinite potential, Nonlinear
Anal. 195 (2020), Paper 111760. PN-III-P1-1.1-PRECISI-2020-46492.

Rezultatele de cercetare din acest volum au fost diseminate la urmatoarele conferinte
internationale.

[Confl] F.-1. Onete, Existence properties for problems with double-phase, Workshop on
Quantum Fields and Nonlinear Phenomena, 27 septembrie 2020
http://cis01l.central.ucv.ro/physics/en/workshop_Sinaia_2020/programworkshop.html
http://cis01.central.ucv.ro/physics/en/workshop_Sinaia_2020/8F0Onete_poster.pdf

http://cisO1.central.ucv.ro/physics/en/workshop_Sinaia_2020/List_Participants_PhDSchool.pdf

[Conf2| F.-1. Onete, Resonant singular problems with double phase, Webinar Series on
Nonlinear Differential Problems, Progetti di Rilevante Interesse Nazionale, University of
Messina, Italia 23 aprilie 2021
https://www.nodipro-prinl7.it/program-webinar
https://www.nodipro-prinl7.it/wp-content/uploads/2020/12/0nete.pdf

[Conf3] F.-1. Onete, Existence results for singular elliptic equations with unbalanced
growth, Methods of Nonlinear Analysis in Differential and Integral Equations, Ignacy Luka-
siewicz Rzeszow University of Technology, Polonia, 15 mai 2021
https://mna2021.prz.edu.pl/participants
https://mna2021.prz.edu.pl/conference-schedule
https://mna2021.prz.edu.pl/abstracts

O parte din activitatea de cercetare din cadrul acestei lucrari s-a desfagurat in cadrul
proiectului de cercetare “Nonlinearity and Anisotropy", Proiect de Cercetare Exploratorie
2021-2023, cod proiect: Project PCE PN-III-P4-ID-PCE-2020-0068. Pagina web a acestui
proiect se afla la

https : //sites.google.com/inf.ucv.ro/nana/home?authuser = 0
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1.2 Sinteza rezultatelor

Prezentam in aceasta sectiune o sinteza a principalelor rezultate de cercetare din prezenta
lucrare.

Perturbari mari pentru probleme de valori proprii cu potential nedefinit

Acest capitol este dedicat unei probleme de perturbare asociate unei ecuatii elliptice quasi-
liniare cu conditie Dirichlet pe frontierd. Vom reaminti mai intai cateva rezultate clasice in
cazurile liniar gi semiliniar.

Consideram urmatoarea problemé Dirichlet liniara:

—Au=MXu+h in§
{ u=0 pe 09, (1.1)

unde h € L*(2) este o functie data gi A este un parametru real.
Atunci urmatoarele rezultate sunt adevarate:

(i) dacd h = 0 atunci problema (1.1) are o solutie pozitiva (care este unicid pana la
inmultirea cu scalari) daca si numai dacd A = A1, unde \; este cea valoarea proprie principala
a operatorului lui Laplace;

(i) daca h > 0 ¢i h # 0, atunci problema (1.1) are o solutie pozitiva daca si numai daca
A < Ap1. In acest caz, problema (1.1) este coercivi, iar existenta si unicitatea solutiei rezulta
aplicand lema lui Lax-Milgram. In plus, conform principiului de maxim, aceasta solutie este
strict pozitiva.

Intr-un cadru semiliniar, consideram problema

_ — —1y %
{ Au=Au+|ul" 'y in Q (12)

u=20 pe 09,

unde Q C RY este un domeniu marginit cu frontiera neteda, \ este un parametru real, iar
1 < g < 2*—1, unde 2* este exponentul critic al lui Sobolev, respectiv

2N
+oo daca N € {1,2}.

Ca o consecinta a teoremei mountain pass a lui Ambrosetti gi Rabinowitz, problema (1.2)
are o solutie pozitiva pentru orice A < A;. In plus, aplicaind metoda variationala duala se
poate demonstra ci problema (1.2) are solutie pentru orice A > A; iar operatorul liniar
asociat nu mai este coerciv.

In acest capitol studiem efectul unei perturbari cu cregtere variabild f(u) pentru urma-
toarea problema Dirichlet quasiliniara

—Apu=V(@)|ufPu+Af(u)  inQ
u=0 pe 09 (1.3)
u#0 in €.
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Presupunem ca functia potential V'(x) gi termenul de perturbare f(u) satisfac urmatoarele
ipoteze:

(V): VeLp(Q),Vt=Vi+V, #0, Vi € LN?(Q) si limg_ypeq |z — y[PVa(z) = 0
pentru orice y € €Q;

(f1) :  f este continua gi existd § > 0 astfel incat f este nenegativa gi nu este identic
nuld in intervalul [0, d];

(f2) :  existd numerele reale p; si po astfel incat 0 < p; <p—1 < py si

/()] : /()]

sup —— < o0 1ar su
t>Il) 1+ |7f|p1 0<t£)1 ‘t|p2

< 0.

Ipoteza (f2) semnifica faptul ca f are o cregtere (p—1)-superliniara in vecinatatea originii
gi o cregtere (p — 1)-subliniard la infinit.
O functie model satisfacand conditiile (f1) si (f2) este

[ daca |t > 1
7(®) { it daca Jt] < 1.

Cf. Szulkin si Willem [86], fie A\; valoarea proprie principald a urmaétoarei probleme de
valori proprii cu potential nedefinit:

{ —Apu= AV (2)|uf?u  inQ

u=0 pe 99, (14)

Rezultatul principal din acest capitol stabileste urmatoarea proprietate de multiplicitate
in cazul perturbarilor largi (respectiv, pentru valori mari ale parametrului \) ale problemei
Dirichlet (1.3).

Teorema 1.1. Presupunem ca ipotezele (V'), (f1) si (f2) sunt satisfacute. Fie Ay valoarea
proprie principald a problemei (1.4) gi presupunem ca A\ > 1. Atunci existd un numdr real
A astfel incat problema (1.3) are cel putin doud solulii pentru orice A > A.

Demonstratia Teoremei 1.1 se bazeazd pe teorema celor trei puncte critice a lui Pucci
gi Serrin [75, Corollary 1] (in versiunea generalizatd demonstratd de Bonanno [18, Theorem
2.3 si Remark 2.2]) si un rezultat de compacitate pentru giruri Palais-Smale, care utilizeaza
teorema lui Egorov. Teorema celor trei puncte critice a lui Pucci si Serrin este o consecinté a
cazului degenerat al teoremei mountain pass si are numeroase aplicatii in studiul problemelor
de multiplicitate a solutiilor pentru diverse clase de ecuatii eliptice neliniare.

Urmatoarele doua capitole sunt dedicate studiului unor clase de ecuatii elliptice cu faza
dubla. Mentionam ca interesul pentru probleme cu faza dubla este motivat de numeroase
modele din fizica matematicd. De pilda, operatorul Born-Infeld

dQi YVu
T\ T2 VP

sau operatorul relativistic de ordinul al patrulea

o vup
i (=
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sunt aproximati de operatori quasiliniari cu faza dubla. De pilda, cf. Bonheure, d’Avenia si
Pomponio [17], urméatoarea ecuatie de tip Born-Infeld apare in electromagnetism:

. Vu R
—div ((1_2|W|2>1/2) = h(u) in Q.

Pe de alta parte, folosind formula lui Taylor, avem
511 @Cn-=3)"

T B S AL g ST
l-—2)" =14+ 27 gt +(n—1)!2"—1x

2 22

pentru |z| < 1.
Luand z = 2|Vu|? si considerand aproximatia de ordinul intai, obtinem aproximarea
operatorului Born-Infeld cu un operator diferential cu faza dubla.
Aproximatia de ordinul n a ecuatiei Born-Infeld este descrisd de urmatorul operator
diferential cu faza multipla:
(2n — 3)!

I

In acelasi cadru putem mentiona urmatorul operator relativistic de ordinul al patrulea
, [Vu?
= div | ———=—27 VU
((1 = [Vu|*)3/ ’

care descrie multiple fenomene din mecanica cuantica relativista. Din nou, folosind formula
lui Taylor, avem

—Au—A4u—gA6u—-~~—

328 2121

4 + 32
Aceasta arata cd operatorul relativistic de ordinul al patrulea poate fi aproximat de opera-
torul neautonom cu faza dubla

l’2(1 o LE4)_3/4 _ 132 4

3
u— Ayu+ ZAgu.

Suntem interesati mai intai de analiza unei probleme parametrice superliniare cu faza
dubli si conditie Robin in cazul unor mici perturbari. Stabilim in acest context existenta
solutiilor cu semn constant cat si a celor nodale si extremale. Ulterior vom considera o clasa
de ecuatii rezonante singulare cu faza dubla si conditie Dirichlet pe frontiera. In acest cadru
stabilim o proprietate de multiplicitate a solutiilor pozitive.

O descriere detaliata a acestor doua capitole este oferitd in cele ce urmeaza.

Probleme Robin parametrice superliniare cu faza dubla gi mici perturbari

In acest capitol studiem urmétoarea clasd de ecuatii eliptice quasiliniare cu faza dubla (res-
pectiv, (p, q)-ecuatii) gi conditie neliniard pe frontiera de tip Robin:

—Apu(z) — Aqu(z) + £(2)|u(2)P~*u(z) = Af(2,u(z))  inQ,

ou
=2, — [¢)
e + 8(2)|[ulf2u=0 pe dQ,

unde 1 < ¢ < p < 400 iar A este un parametru pozitiv.

(Py)

Principalele ipoteze legate de studiul problemei (Py) sunt urmétoarele:
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H(¢): € € L™(Q), &£(2) > 0 a.p.t. z € Q.
H(B): B € C*(0Q) cu 0 < a < 1sifB(z) > 0 pentru orice z € IN.
Hp: € #0sau §#0.
H(f): f:Q xR — R este o functie Carathéodory astfel incat f(z,0) =0 a.p.t. z € Q i

(@) |f(z,2) < al2)[l+|z|"'] ap.t. z € Q, pentru orice x € Rcua € L®(Q), p <71 <

Np <
R dacap<N;
+o0 daca N <p
. F(z,2) . o
acd F(z,x) z,8)ds, atunci  lim = 400 uniform a.p.t. z si exista
(i) daca F( = [, f(z,s)ds, at in mE + f t. 2 €Q t
o |z

e (max{l, (r— ) o ) Bo > 0 astfel incat

f(z,x)x — pF(z,x)

Go < lim inf uniform a.p.t. z € €;
r—+o0 ‘Q;|H
2, ~
(74i) lim /(2 7) = +oo uniform a.p.t. z € Q siexista 7 € (1,q) si 0 < 7o < 7o astfel incat

a0 2|12

TF(z,2) — f(z,2)x

0 < lim inf - uniform a.p.t. z € €,
z—0 ‘I|p
N < hm mf f(z Jj) § lim sup f(z,:;:) < no uniform a.p.t. z € (2.
ki w0 T[T

Remarcdm ca ipoteza H(f) (i¢) implicd urmatorul comportament asimptotic al termenu-

lui sursa:
o 1G0)

mﬁioo |x|P 21’

= +o0o uniform a.p.t. z € Q.

Urmatoarele functii satisfac ipotezele H(f). Pentru simplicitate, presupunem cé functiile
nu depind de z:

(@) || 2 daca |z] <1, ey e
x) = cu T ,
! |z[P2zIn|z| + 2 dacd 1 < |z|, =

||z + k- dacd x < —1,

|m|19—2m
a <1 1<d< ILp<r< k _—11—
fa() In(1+ |z]) daci [r} <1, cu gthp<r<psihk In2
o+ ky dacd 1 < x,

Dintre aceste functii, fo nu satisface conditia de cregtere Ambrosetti-Rabinowitz.

Principalul rezultat din acest capitol stabileste urméatoarea proprietate de multiplicitate
a solutiilor (existenta a a cel putin cinci solutii cu informatii despre semn) in cazul unor mici
perturbari ale termenului sursd al problemei (P).
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Teorema 1.2. Daca ipotezele H(E), H(B), Hy, H(f) sunt satisfacute, atunci exista \* > 0
astfel incat pentru orice X € (0, \*) problema (Py) are cel putin cinci solutii netriviale,
respectiv

ug, W€ Dy, vy, D€ =Dy, yo € CHQ) nodald.

In plus, problema admite solutii extremale cu semn constant u} € Dy, v € —D; gi avem
Yo € [v3, ui] N CHQ).

Demonstratia combind metode variationale i topologice iar principalele etape sunt ur-
matoarele:

(i) existenta solutiilor cu semn constant pentru A > 0 suficient de mic;
(i) existenta solutiilor extremale cu semn constant;

(iii) existenta solutiilor nodale;

(iv) existenta a cinci solutii pentru mici perturbari ale reactiei.

Existenta solutiilor extremale cu semn constant joacd un rol esential pentru a genera
solutii nodale.

Probleme Dirichlet rezonante singulare cu fazi dubla

In acest capitol studiem existenta solutiilor pozitive pentru urmatoarea clasa de probleme
cu faza dubla cu conditie Dirichlet i reactie singulara:

{ —Aju(z) — Agu(z) = a(z)u(2) ™"+ f(z,u(z)) in Q,

u‘ =0, u>01in Q,
o0

(1.5)

unde 1 <g¢<psi0<n<l

In termenul de reactie distingem atit prezenta unei neliniaritdti singulare a(z)x™" cat
gl a unei perturbari Carathéodory f(z,z). Reamintim ca functia f(z,z) este o aplicatie
Carathéodory daci pentru orice x € R functia z — f(z,x) este masurabila si pentru a.p.t.
z € Q aplicatia x — f(z,z) este continud. In plus, presupunem ci functia Carathéodory
f(z,-) satisface o conditie de cregtere (p—1) liniard daci x — +oo i, asimptotic, putem avea
rezonanta in raport cu valoarea proprie principald pentru operatorul p-Laplacian cu conditie
Dirichlet. De fapt, fenomenul de rezonantd apare din dreapta primei valori proprii, ceea ce
face ca energia asociata problemei si fie nedefinitd, anume necoerciva. Agadar, in problema
Dirichlet neliniara (1.5), reactia suporta efectele combinate ale unui termen singular gi ale
unei perturbari cu rezonanta.

Principalele ipoteze legate de studiul problemei (1.5) sunt urmétoarele:
Hy: a € CH(Q), a(z) > 0 pentru orice z € (2.
Hy: f:Q xR — R este o functie Carathéodory astfel incat f(z,0) =0 a.p.t. z € Q si

(i) |f(z,2)] <a(z)(1+aP71) a.p.t. z € Q, pentru orice x > 0, unde a € L>(Q);

(i) 31 (p) < liminf L%

r—+o0o P~

uniform a.p.t. z € €;
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(i) daca F(z,z) = [ f(z,x)ds atunci exista 7 € (¢, p) astfel incat

0 < fp < liminf pF(z,7) — f(z,2)x

T—+00 xT

uniform a.p.t. z € Q;

(iv) existd p € (1,q) si 6,9 > 0 astfel incat
Coat < f(z,x)x < puF(z,z) a.p.t. z € £, pentru orice 0 < x < ¢, unde Cy > 0,
a(2)07" + f(2,9) < —=C < 0 apt. zeQ;
(v) pentru orice p > 0, exista ép > 0 astfel incat pentru a.p.t. z € Q, functia
z— f(z,2)+ épac”*l
este monoton crescatoare pe intervalul [0, p].

Prin solutie a problemei (1.5) intelegem o functie u € Wy (Q) astfel incat u="h € L'(Q)
pentru orice h € W, ?(Q) si

(Ap(u), h) + (Ag(u), h) = / [a(z)u™" + f(z,u)] hdz pentru orice h € WyP(Q).
Q
Problema (1.5) are o structurd variationald si un rol important in analiza dezvoltata

in acest capitol il are studiul energiei asociate acestei probleme, respectiv functionala ¢ :
Wy (Q) — R, definita prin

1 1 1
plu) = 7||Du\|§ + f||Du||3 - / a(2)(uh) dz — / F(z,u")dz
p q 1=nJa Q

pentru orice u € W, (Q).

Principalul rezultat din acest capitol stabileste urmétoarea proprietate de multiplicitate
pentru problema Dirichlet singulard cu faza dubla (1.5).

Teorema 1.3. Daca ipotezele Hy si Hy sunt satisfacute, atunci problema (1.5) are cel putin
douda solutii pozitive

up, 0 € int Oy, ug # 1, up(2) < U pentru orice z € S1.

Prezenta termenului singular in problema (1.5) implica faptul cd (-) nu este de clasa
C', deci nu putem utiliza rezultatele teoriei clasice a punctului critic in mod direct pentru
aceasta functionald. Din acest motiv, pentru a "ocoli" singularitatea si a lucra cu functii
netede de clasid C!, un rol important in analiza noastri este studiul unei probleme auxili-
are obtinute prin trunchierea neliniaritatii, respectiv urméatoarea (p, ¢)-ecuatie auxiliara cu
conditie Dirichlet pe frontiera

—Ayu(z) — Ayu(z) = k(z,u(z)) in Q,
{an—O, u>01n €, (1.6)
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unde 1 < g < p.
In problema (1.6), functia de trunchiere k(z, x) este urmatoarea aplicatie Carathéodory:

Co(x ™)t — Cy(z)Y,  daca x <9

bz 2) = { Cotht — Gyt daci ¥ < . (L.7)

In relatia (1.7), constanta Cj este cea care apare in ipoteza Hj(iv), in timp ce constanta
pozitiva Cy este bine definitd observand ca ipotezele noastre implici

f(z,2) > Cox'™' — Cox" " ap.t. z € Q, pentru orice z > 0, unde Cy > 0.

Probleme neliniare Robin cu potential nedefinit

In acest capitol studiem o clasa de probleme neliniare de tip Robin descrise de un operator
diferential care este suma dintre operatorul p-Laplacian si un potential nedefinit. Conditiile
privind termenul sursa sunt minimale.

Demonstram doua teoreme de multiplicitate si oferim informatii despre semnul solutiilor.
In cazul semiliniar (p = 2), aratdm cd putem avea mai multe solutii nodale. Principalele
rezultate sunt aplicate unei clase speciale de ecuatii logistice cu reactie echidifuzivi.

Suntem interesati de existenta si multiplicitatea solutiilor netede netriviale pentru urma-
toarea clasi de ecuatii quasiliniare parametrice cu conditie Robin neliniara:

—Apu(2) + £(2)|u(2)?u(z) = f(z,u(z)) I Q

ou + B(2)|ulP2u=0 pe 09, (1.8)
ony
unde  C RY este un domeniu marginit cu frontiera 92 de clasa C2.

Functia potential £(z) € L>®(Q)) este, in general, o functie nodald. Deci, operatorul
diferential care descrie problema nu este coerciv, ceea ce nu permite aplicarea metodei directe
a calculului variational.

Reactia f(z,x) este o functie Carathéodory, respectiv, pentru orice x € R aplicatia
z — f(z,x) este masurabila gi a.p.t. z € Q functia © — f(z,z) este continud. Conditiile cu
privire la f(z,-) sunt minimale gi implica faptul ca functionala energetica (Euler) asociata
problemei este coerciva.

Impunem urméatoarele conditii de regularitate privind functia potential £(-) si potentialul
de frontiera f5(-).

H(&): € € L=(Q).

Aceasta ipoteza aratid ca functia potential poate si-si schimbe semnul.

H(B): 8 € C**(09) pentru un anumit « €]0, 1] si B(z) >0, Vz € 9.

Cazul f = 0 este, de asemenea, inclus in analiza noastra si corespunde unei probleme
Neumann.

H;: Presupunem ci f : Q) x R — R este o functie Carathéodory astfel incat f(z,0) =0
a.p.t. z € Qsi

(7) exista a € L>(Q) astfel incat

If(z,2)| < a(z)[1+ |2 a.p.t. 2 € Q, pentru orice z € R, p < 1 < p*;
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(it) avem
lim f(z 7)

= —o0 uniform a.p.t. z € Q,
r—+o0 |(1,’|1’_2,]j

(i17) existd q €]0,1[, 6 > 0 si & > 0 astfel incat
clx|? < f(z,2)r < qF(z,x) a.p.t. z € Q, pentru orice |z| < 9.
Remarcam faptul ca ipoteza H;(éii) implica prezenta unei neliniaritati concave in jurul
originii.
Vom putea obtine o solutie nodald si dacd presupunem ci f(z,-) are o cregtere (p — 1)
liniarad in vecinatatea originii. Noile ipoteze cu privire la termenul sursa sunt urmaitoarele.

H: Presupunem cd f : Q x R — R este o functie Carathéodory astfel incat f(z,0) =0
a.p.t. z € Q0 ¢i urmétoarele conditii sunt satisfacute:

(7) exista a € L>(Q) astfel incat
|f(z,2)| < a(z)[1+ |2 a.pt. z € Q, pentru orice z € R, p < r < p*;
(ii) avem

lim f(z2) = —oo uniform a.p.t. z € Q,
r—+o0 ‘J;|P_2J}
(ii7) avem

f(zx) f(z2)

Ay < 7o < lim inf < lim sup <17p uniform a.p.t. z € Q.
=0 |x[p—2z em0  |z[P22
L _ oo oo f(zT) .
Ipoteza Hy(iii) impune nu doar faptul ca, atunci cand x — 0, catul = ramane
x|P 2z

strict deasupra lui \» > A; dar, in plus, functia f(z,-) are o cregtere (p — 1)-liniard intr-o
vecinatate a originii.
Principalul rezultat de multiplicitate pentru problema (1.8) este urméatorul.

Teorema 1.4. Dacd ipotezele H(E), H(B), Hy sau Hy sunt satisfacute, atunci problema (1.8)
are cel putin trev solutii netriviale, respectiv

ug € int Oy, vy € —int C'y, i yo € [vo, uo) N CH(Q) nodald.

In acest capitol suntem interesati si de cazul semiliniar, corespunzator lui p = 2. Asadar
vom considera urmatoarea problema Robin:

5AU(Z) +&(2)u(z) = f(z,u(z)) i Q o
a—z—l—ﬁ(z)u:() pe 09. (1.9)

Impunem urmaétoarele ipoteze.
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H(&): (€ L*(Q) cus > Nsi & e L™(Q).
Observam ca potentialul £(-) nu este doar indefinit, dar poate fi gi neméarginit inferior.
H(B): B € Wh(0Q) si B(z) > 0, pentru orice z € 9.

Cazul f = 0 este de asemenea inclus in analiza noastra si corespunde problemei cu
conditie Neumann pe frontiera.

Hj: Presupunem ca f : Q2 x R — R este o functie masurabild astfel incat f(z,0) = 0 a.p.t.
z e Qv f(Z7 ) € CI(R) §1

(7) exista a € L>(Q) astfel incat
Ifi(z,2)| < a(z)[1+ |2 a.p.t. z € Q, pentru orice v € R, 2 < r < 2%

(#) avem

2, :
lim 1) = —oo uniform a.p.t. z € Q,
r—+oo x

(7i1) existd m € Nym > 2, n e L*(Q) si 0 > 0 astfel incat
n(z)2? < f(z,2)r < Ami12®  a.p.t. z € Q, pentru orice |z] <6, (1.10)

daca m > 3, atunci A, < 7(z) a.p.t. 2z € Q A # 1,

daca m = 2, atunci 5\2 < essinfq 7;

in plus, pentru orice z # 0, a doua inegalitate este strictd pe o submultime de
masurad Lebesgue pozitiva.

Sub aceste ipoteze demonstram existenta a cel putin doua solutii nodale.

Teorema 1.5. Dacd ipotezele H(E)', H(B)', Hy sunt satisfacute, atunci problema (1.9) are
cel putin patru solulii netede, respectiv

ug € int C'y, vy € —int Cy, yo,y € inten(gy[vo, uo] nodale.

In finalul acestui capitol consideram urmatoarea ecuatie logistica semiliniara echidifuziva
cu conditie Robin:

ou (1.11)

—Au(z) + &£(2)u(z) = Au(z) — g(z,u(z))  nQ
+ B(z)u =0 pe 99Q.

on
Conditiile privind termenul de perturbare g(z,x) sunt urmatoarele:

H: Presupunem ci g : Q@ X R — R este o functie masurabild astfel incat g(z,0) = 0 a.p.t.
z€Q, g(z,) € C'(R) si

(¢) exista o € L*°(Q) astfel incat

190 (2,2)| < a(2)[1 + |z|"""] a.p.t. z €Q, pentru orice z € R, 2 < r < 2%;
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(ii) avem

lim 9(z2)

= 400 uniform a.p.t. z € €,
r—+oo €T

(ii7) avem

gi(z,z) = lim 9. 7)

=0 uniform a.p.t. z € Q.
r—0 x

Obtinem urm#toarea proprietate de multiplicitate pentru problema (1.11) in cazul unei
perturbéri mari a termenului liniar.

Teorema 1.6. Dacd ipotezele H(E)', H(B), H sunt satisfacute si A > Ao atunci problema
(1.11) are cel putin patru solulii netede netriviale, respectiv

ug € int Oy, vo € —int C, w0,y € intenqgy[vo, o] nodale.

1.3 Perspective

Prezentul volum este axat pe analiza unor proprietati calitative ale solutiilor unor clase de
ecuatii cu derivate partiale quasiliniare cu diverse conditii pe frontiera: Dirichlet, Neumann
sau Robin. In mod particular, suntem interesati de probleme cu faza dubla, care sunt descrise
de (p, ¢)-ecuatii eliptice neliniare.

Cateva directii de studiu pe care le vom avea in vedere in conexiune cu problemele studiate
in aceasta lucrare sunt urmatoarele.

(i) Extinderea analizei in cazul in care operatorul p-Laplace este inlocuit cu urméatorul
operator diferential introdus de Stuart [84] in conexiune cu fenomene din fizica matematica:

2 2
div {'y (u +2\Vu| ) Vu] ,

unde 7 : [0,00) — R este o functie continua si pozitiva care satisface anumite ipoteze foarte
generale.

Acest operator diferential neomogen are o structura vasta si creeaza numeroase dificultati
tehnice, cf. Jeanjean si Radulescu [38].

(ii) Dezvoltarea unei analize calitative a solutiilor in cazul mai general al spatiilor de
functii Musielak-Orlicz-Sobolev, care extind intr-un cadru anizotrop spatiile uzuale ale lui
Lebesgue i Sobolev.

(iii) Extinderea analizei la diverse clase de probleme cu convectie, respectiv ecuatii con-
tinand un termen de tipul |Vul|*, unde 0 < a < 2. Cf. Serrin [81], cerinta ca neliniaritatea
|[Vu|® sa creasca cel mult cuadratic (respectiv, 0 < a < 2) este naturald in vederea aplicarii
principiului de maxim.

(iv) In ultimul capitol al acestei carti, existenta a cel putin doud solutii nodale a fost
demonstrata in cazul semiliniar. In acest moment nu cunoagtem daca un rezultat similar de
multiplicitate ramane valabil in cadrul mai general al problemelor quasiliniare. Ne propunem
s& abordam aceasta problemé in perioada urmétoare.



CAPITOLUL 2

Perturbari mari pentru probleme de valori proprii cu potential
nedefinit

In acest capitol vom studia o probleméa quasiliniard de valori proprii supusa unei perturbari
cu un termen cu crestere variabila in vecindtatea originii si la infinit. Principalul rezultat din
acest capitol stabilegte existenta a cel putin doua solutii slabe netriviale in cazul unor per-
turbari largi, respectiv pentru valori mari ale unui anumit parametru. Demonstratia acestui
rezultat combind tehnici variationale cu teorema celor trei puncte critice a lui Bonanno [18,
Theorem 2.3 i Remark 2.2| si Pucci si Serrin 75, Corollary 1].

Continutul acestui capitol este bazat pe lucrarea

F.-I. Onete, On a class of quasilinear problems with double-phase reaction and indefinite
weight, An. Univ. Craiova Ser. Mat. Inform. 46 (2019), no. 1, 218-222.

2.1 Probleme de valori proprii cu pondere

Fie Q € RY o multime deschisa, marginita, cu frontiera neteda si 1 < p < N un numar real.
Notam cu D(2) multimea functiilor test in Q si cu Dy (Q) inchiderea lui D(R2) in norma
Jull = [V,

Continutul acestui capitol este in stransa conexiune cu fenomenul de perturbare pentru
diverse clase de ecuatii cu derivate partiale. Desi problema pe care o vom studia este qu-
asiliniard, vom porni de la urméatorul exemplu elementar in cazul liniar. Acest exemplu se
regaseste in capitolul 9 din Brezis [19)].

Consideram problema Dirichlet liniara

{ —Au+u=Au+h inQ

v be O, (2.1)

unde h € L?(Q) este o functie data si A este un parametru real.
Atunci urmatoarele rezultate sunt adevarate:
(i) dacd h = 0 atunci problema (2.1) are o solutie pozitiva (care este unica pana la inmultirea
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cu scalari) daca i numai dacd A = 1 + A, unde \; este cea mai mica valoare proprie a
operatorului lui Laplace;
(ii) dacad h > 0 g1 g # 0, atunci problema (2.1) are o solutie pozitiva dacd gi numai daca
A < 1+ A1, In acest caz, problema (2.1) este coerciva, iar existenta gi unicitatea solutiei
rezultd aplicind lema lui Lax-Milgram. In plus, conform principiului de maxim, aceasta
solutie este strict pozitiva.

Alte exemple pentru diverse clase de probleme Dirichlet semiliniare se gasesc in cazul
diverselor tipuri de perturbari in articolul recent al lui Jeanjean si Radulescu [38].

Intr-o lucrare remarcabild, Szulkin gi Willem [86] au studiat diverse clase de probleme
liniare si neliniare de valori proprii cu potential nedefinit. In cazul quasiliniar, Szulkin si
Willem au considerat urmatoarea problema de valori proprii:

{ —Apu = AV (2)|uff?u  inQ

we D)\ {0} in 0, (22)

unde Q C R este o multime deschisd, marginita, cu frontiera neteda iar 1 < p < N este un
numar real.
Notam cu A, operatorul p-Laplace, anume

Ayu = div (|[VulP2Vu).

Probleme de valori proprii de tipul (2.2) au o lunga istorie. De pilda, daca  este un
domeniu mirginit cu frontiera neteda si V' = 1 (cazul izotrop), atunci problema (2.2) este
asociatd teoriei Riesz-Fredholm a operatorilor autoadjuncti compacti (cf. Theorem VI.11 in
Brezis |20]). Cazul anizotrop este atunci cand potentialul V' nu este constant si a fost studiat
pentru prima data de Bocher [16], Hess si Kato [36], Minakshisundaran si Pleijel [47]. De
pilda, Minakshisundaran si Pleijel [47] au studiat problema (2.2) dacd V € L*(Q), V > 0
mQsiV>0inwcQwith |w| > 0.

O contributie esentiald a articolului lui Szulkin gi Willem este cd autorii presupun ca
functia pondere V poate si-gi schimbe semnul in  (este un potential nedefinit). Principala

ipoteza introdusa de Szulkin si Willem [86] cu privire la potentialul V' este urméatoarea:
V): Ve [jloc(Q)v VE=Vit Vo #0, Vi € LVP(Q) si limy oy pen |2 — y[PVa(z) = 0

pentru orice y € ).

In aceasta ipoteza presupunem ca
V =V* -V~ unde VE(z) = max{+V(z),0}.

Folosind conditia (V'), Szulkin and Willem [86] au demonstrat existenta unui gir monoton
crescator de valori proprii {A,},>1 cu functiile proprii asociate {e,},>1 astfel incat

An = / Ve, |[Pde — 400 dacd n — oo.
Q
Mai mult, functia proprie e; asociatd primei valori proprii nu-gi schimba semnul in Q (deci

putem presupune ci este nenegativ) si ey este o solutie a urmatoarei probleme de minimizare
cu constrangere:

A1 = min {/ |VulPdz; u € Dy* (), / V(z)|ulPde = 1} .
Q Q
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Valorile proprii joacd un rol fundamental in fizica matematica si sunt adesea asociate
fenomenului de rezonanta in fizica si geometrie. Cf. Zworski [91, p. 319], “eigenvalues of
self-adjoint operators describe, among other things, the energies of bound states, states that
exist forever if unperturbed".

2.2 Un rezultat de multiplicitate pentru problema per-
turbata de valori proprii cu pondere

Scopul principal in acest capitol este si studiem problema (2.2) sub efectul unei perturbari cu
cregtere variabila in vecinatatea originii si la infinit. Mai precis, vom considera urmatoarea
ecuatie eliptica quasiliniara cu conditie Dirichlet pe frontiera:

—Apu = V(@) |ufPu+Af(u)  inQ
u=0 pe 0N2 (2.3)
u#0 in Q.

Fie p* exponentul critic in sens Sobolev asociat lui p, respectiv
Np

p= N-—-p
+o0 daca p > N.

daca 1< p< N

Presupunem ci \ este un parametru real pozitiv iar reactia f satisface urmaétoarele ipo-
teze:

(f1) :  f este continua gi existd 0 > 0 astfel incat f este nenegativa gi nu este identic
nuld in intervalul [0, 0];
(f2): existd numerele reale p; gi po astfel incat 0 < p; <p—1< py si
t t
L/ ()] . O

sup ——2— < oo iar
t>I1) 1+ |t o<t<1 |t]P?

< 00

Cu alte cuvinte, ipoteza (f2) implica faptul ca f are o cregtere (p — 1)-superliniara in
vecindtatea originii i o cregtere (p — 1)-subliniard la infinit. O functie model satisfacand
conditiile (f1) si (f2) este

et daca ] > 1
ft) = { [t[P2=t  daca |t| < 1.

Suntem interesati in cele ce urmeaza in existenta solutiilor slabe netriviale ale problemei
2.3), respectiv functii u € Dy (Q 0} astfel incat pentru orice v € Dy (Q) avem relatia
0 0

/ |VulP~2VuVodr = / V() |ulP 2uvdr + A | f(u)vdz. (2.4)
0 Q Q

In acest caz, spunem ca numarul real A € R este o valoare proprie a problemei (2.3)
iar functia corespunzitoare u € DyP(Q2) \ {0} este o functie proprie asociati acestei valori
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proprii. Aceste notiuni sunt in concordanta cu teoria dezvoltata de Fucik, Necas, Soucek si
Soucek [31, p. 117] in contextul problemelor neliniare de valori proprii. Intr-adevir, daca
notam

S(u) = ;/Q|Vu|pdx— ;/QV(ZL‘)|U|pd$
' T(u) := /QF(u)da:, unde F(t) = /Otf(s)ds,

atunci A este o valoare proprie pentru perechea (S, T) de operatori neliniari (in sensul intro-
dus in [31]) daca si numai daca exista o functie proprie corespunzitoare u € Dy () \ {0},
care este o solutie a problemei (2.3) in sensul descris anterior.

Rezultatul principal din acest capitol stabileste existenta unui spectru continuu pentru
problema quasiliniard perturbatd de valori proprii (2.3). Versiunea semiliniard a acestui
rezultat a fost stabilitd de Radulescu [77].

Vom demonstra urmatorul rezultat de multiplicitate in cazul perturbarilor largi ale pro-
blemei (2.3).

Teorema 2.1. Presupunem ca ipotezele (V'), (f1) si (f2) sunt satisfacute. Fie A\ valoarea
proprie principald a problemei (2.2) gi presupunem ca A\ > 1. Atunci existd un numar real
A astfel incat problema (2.3) are cel putin doud solutii pentru orice X > A.

2.3 Existenta a doua solutii in cazul unei perturbari mari

Aceasta sectiune este dedicatd demonstratiei teoremei 2.1.
Problema (2.3) are o structurd variationald iar energia asociatd acestei probleme este
functionala E : Dy”(Q) — R definita prin

E(u) == A(u) + AB(u),
unde . ,
Alu) = */ |VulPdz — */ V(x)|u|Pdz  pentru orice u € DyP(9Q)
D Ja D Ja
si
B(u) := */ F(u)dxr pentru orice u € Dé’p(Q),
Q

Demonstram mai intai ca functionala F este bine definitd. Intr-adevar, folosind ipoteza
(f2), existd o constanta pozitivd C' astfel incat pentru orice ¢t € R avem

[F(t)] < C 1+t ). (2.5)

Deci, folosind teorema de scufundare in spatiile Sobolev (cf. Brezis [19, Corollary I1X.14]),
rezulta ca functionala E : Dy”(Q) — R este bine definita.

In continuare, demonstram ci operatorul neliniar Dy*(€) 3 u — F(u) nu este constant.
In acest scop, notam cu e; > 0 o functie proprie asociata valorii proprii principale Ay gi fie ¢
numarul pozitiv introdus in ipoteza (f1). Consideram multimea deschisa

Qs =ex > 0] :={z € Q; ei(x) >0}
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Inlocuind eventual e; cu pe; pentru p > 0 suficient de mare, rezultd ci Qs # ().
Definim functia g : R — R prin

g(t) = min{t, 6}
si consideram functia w :  — R definita prin
w = goeq.

Folosind [19, Proposition IX.5], deducem ci w € Dy (Q).
De asemenea, observam ca

w(z) =06 pentru orice x € Qs

§1 0 <w(z) <J§ pentru orice x € (.
Folosind ipoteza (f1), deducem ca
F(w(z)) >0 pentru orice z € Q
si

F(w(x)) >0 pentru orice x € j,

care aratd ci operatorul neliniar u — F'(u) nu este constant in Dy”(Q).
Demonstram in continuare ca functionala E este coerciva. Reamintim ca E = A + AB.
Deoarece A, > 1, exista 1 > 0 astfel incat pentru orice u € Dy” () avem

Alu) > 77/ |VulPdz.
Q

Folosind inegalitatea lui Poincaré, putem presupune ca spatiul de functii Dé’p () este inzes-

trat cu norma
1/p
lul| = (/ |Vupd:1:) )
Q

Rezulta ca pentru orice u € Dé’p (Q) avem
A(u) = nlful”-

Combinand relatia (2.5) cu ipoteza (f2) deducem ca pentru orice u € DyP(Q) astfel incat
|lu|| este suficient de mare, avem

B(u) = =C (|[ull + Jul™*).
Deci, pentru orice u € Dy”(Q) astfel incat ||u|| este suficient de mare, avem
E(u) = nllull” = C (Jlull + [lul™**1).
Deci, folosind (f2), deducem ca E este o functionald coerciva, adica

E(u) = 400 daca ||| — oo. (2.6)
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2.3.1 O proprietate de compacitate

Reamintim cd un sir (u,) C Dy*(€) este un gir Palais-Smale al functionalei £ daca

sup |E(uy)| < 400 si [|E'(u,)]| — 0 dacd n — oc.
n>1
Reamintim, de asemenea, ca E : Dé’p () — R satisface proprietatea Palais-Smale daca
orice gir Palais-Smale contine un subgir convergent.

Lema 2.2. Functionala E satisface condifia de compacitate Palais-Smale.

Demonstratie. In demonstratie vom folosi unele idei dezvoltate in Brezis si Nirenberg [21].

Fie (u,) C DyP(Q) un sir Palais-Smale al functionalei E. Folosind relatia (2.6), rezulta
cd girul (u,) este marginit. Pe de altd parte, deoarece (u,,) este un gir Palais-Smale, rezulta
ca

/ |V, [P~ 2Vu, Vode = / V(@) |un P 2upvde + /\/ f(un)vdz 4+ o(1)||v]|,
Q Q Q

pentru orice v € Dy ().
Fie g(z,u) = V(z)|ulP~2u + A f(u). Rezulta ca

/|Vun|p72Vuandx=/g(x,un)vdl’—ko(l)HUH,
Q Q

pentru orice v € DyP(Q).

Folosind faptul ca (—A,)"" : DiP(Q)* — DyP(Q) este un operator marginit, rezulta
cd este suficient si ardtam ci, trecand eventual la un subsir, (g(x,u,)) este convergent in
Dy?(Q)*. Vom demonstra acest lucru aratand ci, la un subsir, g(z,u,) este convergent in
LNP/(N=p)(Q)* = LNP/(Np=N+)(Q)) Deoarece (u,) C Dy* () este marginit, putem presupune
cd, la un subsir,

U, — u € LYY/ NP(Q) ap.t. in Q.

Reamintim urmatorul rezultat fundamental din teoria masurii datorat lui Egorov. Detalii
se gisesc in Brezis [19, Thm. IV.28|.

Teorema lui Egorov. Presupunem ca || este un domeniu cu mdsura finita. Fie
fn : © — R functii masurabile astfel incat

falz) = f(z) a.p.t. Q (cu |f(z)| < 00 a.p.t.).

Atunci pentru orice € > 0, exista w C ) masurabild astfel incat |Q\w| < € si f,, — f uniform
pe w.
Fixam 1 > 0. Folosind teorema lui Egorov [28], exista w C Q astfel incat |w| < 7 si

U, — u uniform in Q \ w.

Am notat cu |w| misura Lebesgue a multimii w.
Este suficient sd demonstram ca integrala

/ 19, ) — g, ) NP/ PN+ g
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poate fi facuta oricat de mica.
Pe de o parte, avem

/ |g(, u) NP/ VPN g < C’/(l + |u| NP/ NP g (2.7)

Deci, alegand n > 0 suficient de mic, membrul drept al inegalitatii (2.7) poate fi facut oricat
de mic.

Fixam ¢ > 0. Tinand cont de definitia functiei g(z,u) si de ipoteza (f2), exista C. > 0
astfel incat

/ |g(, 1wy, )| NP/ VP=NHR) gy < 5/ |t | NP/ NP g 4 CL || (2.8)

Combinand teorema de scufundare a lui Sobolev cu faptul ca (u,) C Dy?(€) este un sir
marginit, deducem ca exista C' > 0 astfel incat

5/ i NP NP 4 C o] < e+ C o, (2.9)

Pastrand un balans intre |w]| si €, deducem c& membrul drept al inegalititii (2.9) poate fi
facut oricat de mic. Revenind la relatiile (2.7) si (2.8), demonstratia lemei este incheiata. [

2.3.2 Demonstratia teoremei de multiplicitate

Pentru a incheia demonstratia Teoremei 2.1, aplicam teorema celor trei puncte critice a lui
Pucci si Serrin, cf. |75, Corollary 1] in versiunea generalizatda demonstratd de Bonanno [18,
Theorem 2.3 si Remark 2.2]. Pe scurt, aceasta proprietate spune ci dacd E este o functionala
de clasa C' cu valori reale definita pe un spatiu Banach care satisface conditia Palais-Smale
si are doud puncte de minim local, atunci E are cel putin trei puncte critice.

Conform teoremei celor trei puncte critice, definim functionalele Fi, F» : R — R prin

Fi(s) = inf { infB(v);(f)(? 5_ A(U); B(u) < 8}

si
B infp()=s A(v) — A(u)
fz(s)—sup{ Bl — ; B(u) > sp.
Observam cé
lim sup Fi(s) < F1(0) (2.10)
5,0

si

llISIl/‘lélf Fa(s) = +o0. (2.11)

Fie A := F1(0). Relatiile (2.10) si (2.11) combinate cu teorema celor trei puncte critice
implica faptul cd E are cel putin doua puncte critice netriviale pentru orice A > A.
Demonstratia teoremei este acum incheiata. O
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2.4 Comentarii

(i) Probleme neliniare cu crestere variabild au fost studiate odata cu lucrarile de pionierat ale
lui Marcellini [44, 45]. Contributii importante in analiza regularitatii solutiilor i se datoreaza
lui Mingione et al. [10, 24, 25] gi Radulescu et al. [22, 58, 79]. In toate aceste lucréri,
problemele cu faza dubla sunt descrise de operatori diferentiali cu crestere variabild, in timp
ce cazul studiat de noi in acest capitol este diferit gi corespunde unei reactii cu cregtere
variabilu a in origina si la infinit.

(ii) Analizand demonstratia Teoremei 2.1 observam ca argumente similare pot fi folosite
pentru orice domeniu (méarginit sau nemarginit) din RY astfel incit inegalitatea lui Poin-
caré este satisfacutd, de pildd domenii care sunt marginite intr-o directie (cilindri, domenii
nemdrginite cu masurd Lebesgue finit4, etc.).

(iii) Teorema celor trei puncte critice a lui Pucci si Serrin si conditia de compacitate Palais-
Smale trebuie sa fie privite in stransa relatie cu teorema mountain pass a lui Ambrosetti si
Rabinowitz [6]. Detalii suplimentare pot fi gisite in lucrarile [73, 74], in special legate de
aplicarea teoremei mountain pass in analiza calitativa a ecuatiilor cu derivate partiale.

(iv) Versiunea extinsa a teoremei celor trei puncte critice stabilitd de Bonanno [18, Theorem
2.3 si Remark 2.2| este asociatd unei teorii generale pentru a verifica daci o ecuatie de tip
Euler-Lagrange admite cel putin trei solutii.

(v) Analizand demonstratia Lemei 2.2, observim ci aceeasi concluzie raméane valabila daca
perturbarea f(u) in problema (2.3) are o cregtere "aproape critica", in sensul ca

|f(u)] = of|ul”"™") daca [u] — oc.

(vi) O interesanta problema deschisa este si se studieze fenomene similare de perturbare daca
operatorul p-Laplace este inlocuit cu urmatorul operator diferential neomogen, introdus de

Stuart [84]: sy o
div ['y <u+2u|> Vu] ,

unde 7 : [0,00) — R este o functie continud si pozitiva care satisface numite ipoteze foarte
generale.





