Capitolul 1

Introducere

Problema turbulentei este recunoscutd a fi una din problemele remarcabile
ale fizicii gi o intalnim aproape peste tot. Curgeri turbulente complexe exista
atat in mediul nostru natural (oceane, rauri, atmosfera, in plamanii omului),
cat gi in mediile industriale produse de om (cand zboara un avion, conducem
0 masgina, incilzim sau racim o casd, ardem carbune in furnale, precum si la
curgerea sangelui prin valvele inimii protetice). Curgerea turbulenta reprezinta
in multe cazuri fizica dominantd pe toate scalele universului cunoscut, de la
interiorul celulelor biologice pana la scalele galactice si supergalactice.

Intelegerea comportérii turbulente in curgerea fluidelor este o problem#
importanta gi in acelagi timp intriganta. Problema turbulentei raméne pana
in zilele noastre o problem# nerezolvati a fizicii matematice clasice. Inc nu
avem o intelegere completa si detaliatd a modului in care apare turbulenta si
modelele teoretice nu au incd un grad foarte mare de predictibilitate. Este
de mentionat faptul cd problema ecuatiei Navier-Stokes (daca exista solutii gi
dacd ele sunt unice) a fost inclusd pe lista problemelor lansata de Clay Math
pentru a caror rezolvare se oferd un premiu de lmilion $.

Studiul turbulentei este motivat atdt de provocarea intelectuald cat si de
utilitatea practicé a intelegerii sale. Efectele turbulentei in cazul plasmei de
fuziune creeaza mari probleme in confinarea plasmei si constituie un subiect
intens analizat. Un factor esential in progresul realizarii unor modele fizice
si ingineresti ce ofera o predictibilitate satisficdtoare este dat de progresul
realizat in simulérile numerice, ceea ce face ca studiul simularilor numerice in
fizica turbulentei sa fie un domeniu de mare interes.

Recunoagterea turbulentei ca fenomen fizic distinct este marcata de schitele
si observatiile facute de Leonardo da Vinci (prin anul 1500). Este remarcabila
si astazi descrierea facuta de acesta : " ... cele mai mici vdrtejuri sunt adesea
fara numdar, si obiecte mari sunt rotite doar de vdrtejuri mari si nu de cele
mici, 1ar lucrurile mici sunt rotite atdt de vdrtejurile mici cdt i de cele mari."



Aceste fenomene au fost numite de Leonardo da Vinci "turbolenza", care se
afld la originea denumirii de astdzi pentru acest tip de curgere a fluidelor.

A trebuit sd treacd insa o lungd perioada de timp pana cand sa se faca
progrese in studiul curgerii turbulente. O etapa importanta (spre mijlocul
secolului XIX) este elaborarea de citre Claude-Louis Navier gi George Gabriel
Stokes a ecuatiilor de curgere a fluidelor vascoase, cunoscute azi ca ecuatiile
Navier-Stokes. In anul 1877 Joseph Valentin Boussinesq a emis ipoteza ci
tensiunile turbulente sunt proportionale liniar cu ratele medii de deformare,
ipoteza care inca este o piatra unghiulara a majoritatii modelelor turbulentei.

Osborne Reynolds a fost primul care a investigat sistematic (aprox 1880)
tranzitia de la curgerea laminara la curgerea turbulentd prin injectarea unui
marker colorat sub form& de bandé intr-un curent dintr-o conductd cu pereti
transparenti. Experimentele lui Reynolds si celebrul sau articol din 1894 [2]
sunt printre cele mai influente rezultate privind turbulenta.Observatiile sale
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Figura 1.1: Sunt schitate 3 regimuri de curgere identificate in experimentele
Reynolds caAnd numarul Re este variat.

au condus la identificarea unui singur parametru adimensional, numit acum
numdrul Reynolds si notat Re,
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ce caracterizeaza complet comportarea curgerii in aceasta situatie. In aceasta
expresie p este densitatea fluidului, p este vascozitatea dinamicd iar v este



vascozitatea cinematicd. U este o scald de viteza (adicd o valoare tipicd a
vitezei, sd zicem viteza medie), iar L este o scald de lungime tipica, spre
exemplu raza conductei prin care curge fluidul. Astfel Re exprima importanta
relativa a fortelor vascoase si a fortelor inertiale.

In figura 1.1(a) este prezentat# curgerea laminara corespunzatoare lui Re <
2000 pentru care markerul colorat injectat in curent se poate mixa cu fluxul
principal de apid doar prin difuzie moleculara. Acest proces este in general
foarte lent comparativ cu viteza de curgere incat se mixeaza foarte putin si
deci banda de marker apare foarte putin difuzata de-a lungul tubului continand
apa ce curge. Figura 1.1(b) aratd o stare tranzitionald timpurie a curgerii
(2000 < Re < 2300) pentru care banda marker devine ondulata, dar aceasta
curgere este inca laminara cum este indicat de faptul ca linia este in mod clar
identificabila avand loc doar o ugoara mixare a markerului in apa.

Curgerea turbulentd este indicatd in figura 1.1(c). Aici vedem c4 liniile
instantanee de curgere (diferite acum fata de linia markerului) schimba directia
in mod haotic, iar markerul este amestecat in mod semnificativ cu apa.

Sunt cateva aspecte de notat in aceasta privinta:

(a) Primul aspect, cresterea mixarii, este o caracteristicd importanta a
turbulentei. Acest lucru este adesea urmarit in procesele ingineresti, ca de
exemplu, amestecarea reactantilor in procesul de combustie, sau simpla mixare
a fluidelor pe durata agitarii.

(b) Al doilea aspect este a observa cd aceastd mixare conduce pana la
urma la acelasi rezultat ca si difuzia moleculara, dar pe o scala de timp mult
mai rapidd. Astfel, se zice adesea cd turbulenta "sporegte difuzia", si acest
punct de vedere conduce la o abordare particulard de modelare a turbulentei.
Desi rezultatul final al mixarii turbulente este acelagi ca al mixarii difuzive,
mecanismele fizice sunt foarte diferite. In fapt, turbulenta apare cand efectele
difuziei moleculare sunt destul de mici comparate cu cele ale transportului
macroscopic.

Cauza initiald a tranzitiei la turbulentd poate fi explicatd prin studiul
problemei instabilitatic hidrodinamice sau, alternativ, a stabilitdtii curgerii
laminare la micile perturbatii. Un interes special din punct de vedere ingineresc
este acordat predictiei valorii numarului Reynolds critic la care perturbatiile
sunt amplificate si a numarului Reynolds la care are loc tranzitia catre starea
de turbulenta completa.

Acestei complexe probleme de tranzitie citre turbulentd i-au fost dedicate
multe lucrari atat teoretice (fundamente matematice si fizice) cat si experi-
mentale, vezi spre exemplu [3], [4], [5], [6]. In prezenta lucrare nu vom discuta
acest subiect, ci vom considera cd starea turbulenta este complet instalata
(numdrul Reynolds este suficient de mare).

Desi nu dispunem de o definitie exacta a turbulentei, stim unele din carac-
teristicile definitorii ale turbulentei:
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(1) Caracterul aleatoriu: Curgerile turbulente apar neregulate, haotice si
nepredictibile chiar daca sunt impuse conditii de frontiera constante. Viteza
si toate celelalte proprietati de curgere variaza in mod aleatoriu si haotic.

(2) Domeniu foarte larg al scalelor de lungime si de timp (dar astfel incat
cele mai mici scale sunt inca suficient de mari pentru a satisface ipoteza con-
tinuumului);

(3) Intermitenta atat in timp cat si in spatiu. Acest lucru este legat de pro-
centul de timp in care un flux prezintd un comportament temporal neregulat
la orice locatie spatiala selectata.

(4) Caracterul neliniar: Curgerile turbulente sunt puternic neliniare.

(5) Caracterul difuziv: Datoritd mixarii macroscopice a particulelor de
fluid, curgerile turbulente sunt caracterizate printr-o rata rapida de difuzie a
impulsului si caldurii.

(6) Disiparea: Mecanismul de deformare a vartejurilor transferd energie si
vorticitate intre vartejuri.

(7) Vorticitatea: Turbulenta este caracterizatd printr-un inalt nivel de vor-
ticitate fluctuanta. Structurile identificabile intr-o curgere turbulentd sunt
vag numite vdrtejuri. Vizualizarea fluxului turbulent arata diferite structuri:
amalgamare, divizare, deformare si mai ales rotire. O trasdtura caracteristica
a turbulentei este existenta unui enorm domeniu de marimi a vartejurilor.

Studiul turbulentei a constituit o provocare careia i-au raspuns multe nume
celebre de matematicieni, fizicieni si ingineri pe intreg parcursul secolului 20:
Henri Poincaré, Ludwig Prandtl, G. I. Taylor, Theodore von Kérmé&n, Leslie
Howarth, Andrey Kolmogorov, L. D. Landau, Edward Lorenz, V. Arnold,
David Ruelle, Ciprian Foiag, Floris Takens, Brian Launder gi altii. Interesanta
evolutie a conceptiilor, experimentelor si teoriilor turbulentei poate fi gasita
in lucrdri precum G. T. Chapman and M. Tobak (1985) [1], J. M. McDonough
(2007) [9], or in the book "A Voyage through turbulence" [10]. Exista un foarte
mare numar de carti gi articole ce au ca obiect de studiu turbulenta. Unele
punand accent pe fundamentele matematice [12], altele pe fizica turbulentei
[11], [21], modelarea ecuatiilor si aspectele computationale [15], [19].

In mare, se disting trei conceptii in abordarea studiului turbulentei: con-
ceptia statistics, conceptia structurald si conceptia determinist. In prezenta
lucrare vom prezenta problema turbulentei din perspectiva conceptiei statistice
prin intermediul ecuatiilor Navier-Stokes. Asta nu inseamn& c& perspectiva
deterministd ar fi mai putin interesantd, conceptul de ’turbulenta si haos de-
terministic’ fiind tot mai des prezent in literatura de specialitate si simularile
numerice. Din punct de vedere al simulérilor numerice, vor fi prezentate carac-
teristicile esentiale ale celor doud conceptii principale de simulari numerice ale
turbulentei: simularea numericd directd DNS (Direct Numerical Simulation)
si simularea de vartej mare LES (Large Eddy Simulation). In ultimul capitol
vor fi facute referiri la cAteva metode numerice aplicate cu precddere in LES.
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Capitolul 2

Cascada directa de energie si
ipotezele Kolmogorov

In examinarea curgerilor firg forfecare se observi ci miscirile turbulente au
un domeniu larg de scale spatiale, incepand de la scale mari precum largimea
fluxului spre scale care devin progresiv mai mici. S& vedem cum sunt dis-
tribuite energia si anizotropia intre diferitele scale ale migcarii si care sunt
diferitele procese fizice ce apar pe aceste scale. In aceastd discutie apar dous
teme gi anume: cascada de energie si ipotezele Kolmogorov.

Ideea cascadei de energie (introdusé de Richardson in 1922) este c& energia
cinetica intra in turbulentd (prin mecanismul de producere) la scalele cele mai
mari ale migcarii. Aceastd energie este apoi transferatd la scale din ce in ce
mai mici pAna cand, la cea mai mica scald, energia este disipata prin actiunea
vascozitatii.

Kolmogorov (1941) [7] a completat si a cuantificat aceastd descriere iden-
tificand cele mai mici scale ale turbulentei (care acum sunt numite scale
Kolmogorov). Vom considera un flux complet turbulent cu numar Reynolds
mare,

UL

v

Re

de viteza caracteristicd U si scald de lungime £, vezi si ecuatia (1.1).

2.1 Cascada de energie

Primul concept al lui Richardson pentru cascada de energie a fost cd turbulenta
poate fi consideratd a fi compusa din wvdrtejuri de diferite marimi. Un vartej
de marime £ are o vitezd caracteristica u(f) gi scala de timp



Un vartej nu poate fi precis definit, dar este conceput a fi 0o miscare turbulenta
localizata in interiorul unei regiunt de marime £ i care este cel putin moderat
coerentd pe aceastd regiune. O regiune ocupatd de un vartej mare poate si
contind, de asemenea, vartejuri mai mici.

Viartejurile de cea mai mare marime sunt caracterizate printr-o scala de
lungime ¢y care este comparabild cu scala de curgere L gi viteza lor caracte-
risticd up = u ({y) este de ordinul radécinii patrate a intensitatii turbulentei

9 \1/2
ug ~u = <§k>

care este comparabild cu U. Aici k este energia cineticd turbulenta si v’ este
viteza patratica medie. Numarul Reynolds al acestor vartejuri

Re() = T (21)

este mare (adica comparabil cu Re) astfel incat efectele directe ale vascozitatii
sunt neglijabil mici.

Ideea de baza a lui Richardson este ca vartejurile mari sunt instabile gi se
rup, transferand energia lor la vartejuri mai mici. Aceste vartejuri suferd la
rdndul lor un proces similar de rupere si transfera energia lor unor vartejuri si
mai mici. Aceastd cascadd directd de energie in care energia este transferata
unor vartejuri succesiv mai mici continua pana cand numarul Reynolds

este suficient de mic incdt miscarea vartejului este stabild si vAscozitatea
moleculard este eficientd in disiparea energiei cinetice. Un motiv pentru care
aceastd descriere este importanta este faptul ci ea plaseaza disiparea la sfarsi-
tul unui gir de procese. Rata de disipare € este determinata agadar de primul
proces din secventd, care este transferul de energie de la cel mai mare varte;j.
Aceste vartejuri au energia de ordinul w2 si scala de timp to = £o/ug astfel
incat rata de transfer a energiei poate fi presupusi a fi de scald

up
to  fo

Prin urmare, in consistenta cu observatiile experimentale din curgerile fara
forfecare, aceastd descriere a cascadei de energie indica faptul ca e se scaleaza
ca

€~ — (2.2)

independent de v (numéarul Reynolds fiind considerat mare).
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Capitolul 3

Ecuatiile fundamentale de
curgere a unui fluid vascos

Vor fi prezentate aici pe scurt principalele ecuatii ce descriu curgerea unui fluid
cu vascozitate. De mentionat cd pe intreg parcursul acestei lucrari ne vom
raporta la un sistem de coordonate cartezian (deci ortogonal), spre deosebire
de fizica plasmei de fuziune unde adesea se folosesc sisteme de coordonate
curbilinii uneori neortogonale.

Detalii despre deducerea ecuatiilor fundamentale de curgere a unui fluid
vascos si discutia lor poate fi gdsitd in bogata literaturd de specialitate, ca spre
exemplu in [13], [14], [16].

3.1 Ecuatia de continuitate

Ecuatia de continuitate, sau ecuatia de conservare a masei, este scrisa in forma
vectoriald ca

dp N
hutad . = 1
5 +V-(pu)=0 (3.1)
sau, cu regula de contractie a indicilor muti,
dp  9(puy)
uld = 2
ot 0X; 0 (3:2)

Daca fluidul este incompresibil, atunci in timpul curgerii densitatea fluidului
p ramane constantd atat in spatiu
9p
Vp=0 — =0
P 0X;

cat sl in timp,



Din ecuatia de continuitate (3.1), sau (3.2), rezultd atunci ca in cazul unui
fluid incompresibil cAmpul vitezei este de divergenta nula

ou,;
V-4 =0 —L =0 3.3
e (3.3)
In cazul lichidelor conditia de incompresibilitate este destul de bine indeplinits,
dar in cazul gazelor (in particular in fizica proceselor atmosferice) este nevoie
s tinem cont de variatia densitatii si prin urmare va fi aplicatd ecuatia (3.1)
in forma ei completa.

3.2 Ecuatia impulsului

FEcuatia impulsului stabilegte o relatie intre acceleratia "particulei" de fluid,
D% /Dt, si forta rezultants (pe unitatea de masi) formats din fortele de
suprafata gi fortele de volum.

Fortele de suprafata (de origine moleculard) sunt exprimate prin presiunea
staticd p si tensorul tensiunilor 7 (7', t) datorat vascozitatii, vezi termenul
(1), respectiv (3) din ecuatia (3.4).

Dintre fortele de volum amintim forta gravitationala, forta centrifuga, forta
Coriolis gi fortele electromagnetice, dar in cele ce urmeaza vom retine dintre
acestea doar forta gravitationald, vezi termenul (2) din ecuatia (3.4). Forta
centrifuga si forta Coriolis trebuie luate in considerare la studiul miscarii
atmosferice, iar fortele electromagnetice joacid un rol important in cazul
plasmei magnetizate.

Ecuatia vectoriald a impulsului va conduce la trei ecuatii scalare (j =
1,2,3), corespunzatoare sistemului de coordonate ales:

Du; — 0Op o, 01
D *a—Xi(Szg + pgidi; + X, (3.4)
(1) (2) ®3)
unde derivata D /Dt este derivata substantiala
D
0 0 (3.5)

— =7 T Uigo
Dt~ ot T'oX;
Prin urmare, derivata substantiald a vitezei W este

DT oW .
R G
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3.2.1 Fluide Newtoniene

Pe la sfargitul secolului XVII Isaac Newton a afirmat cd tensorul tensiunii
de forfecare 7;; intr-un fluid este proportional cu gradientii vitezelor. Aceste
fluide sunt numite normal vdscoase sau fluide newtoniene. Pentru astfel de
fluide, Stokes a obtinut in 1845 ca

. 8ul 8Uj 8uk
TZ]_M<an+aXi>+)\an6U (3.6)

unde p este coeficientul de véscozitate moleculara si A este coeficientul de
vascozitate volumica (aparentd). Stokes a facut ipoteza ca

2
A== 3.7
S (3.7)

care este frecvent folositd (dar care nu a fost incd pe deplin confirmata).
Inlocuind (3.7) in (3.6) rezults

o aul an _gauk B
Tij = H Kaxj + 8Xi> 30X, ‘5”} (38)

In aproximatia de fluid newtonian incompresibil tensorul tensiunilor va fi de

8ui 8uj
TU—,u<an+aXi> (3.9)
deoarece campul de viteze este de divergentd nuld, vezi (3.3).

In locul tensorului tensiunilor este utilizat adesea tensorul deviator simetric
rata de deformare S;; definit ca,

. 1 8ul Buj
-4 (e ) 10

forma

Folosind rata de deformare S;; in ecuatia (3.8), tensorul tensiunilor vascoase
se va scrie

2
Tij = 12 (QSZ']' — gézgskk> (3.11)

3.2.2 Ecuatiile Navier-Stokes

Avand in vedere ecuatia de continuitate (3.2) si ecuatia (3.11) putem scrie
ecuatiile de impuls sub forma conservativa

0 0 0 0 2
E (puj) + 8_& (puiuj) = _8_;;]' + Pyg; + 8_)(1 [,u <25ij — géz]Skk)] (3.12)
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numite traditional ecuatiile Navier-Stokes. Privind aceastd denumire trebuie
insa precizat ca in literatura moderna de dinamica fluidelor computationala
(CFD), terminologia de ecuatii Navier-Stokes include uneori intregul sistem
de ecuatii format din ecuatia de continuitate (3.2), ecuatia de impuls (3.12)
si ecuatia de energie (3.30), impreund cu ecuatia (3.11) ce exprima tensorul
tensiunilor.

Daca fluidul este incompresibil Sk = Ouy,/0X, = 0 i ecuatia (3.12) devine

9] 9] dp 0Sij
5 (Pus) + X, (puiuj) = “ox; + pg; + 2p 3X1 (3.13)
sau, inlocuind S;; din (3.10), rezulta
0 0 ~ Op (92u]~
5 i) + X, (puiug) = Tox, MRy e (3.14)

Ecuatiile Navier-Stokes pentru un fluid incompresibil se scriu in asa-numita
forma neconservativa ca

Du; 8p O%u;
_ _ouy 1
"D T Toax; P T axax, (3.15)
sau D a 82
Uj 1 Op Uj
“N oz 2 3.16
Dt 00X, 9TV ax, (3.16)

unde v = u/p este coeficientul cinematic de vdscozitate. In forma vectorial,
ecuatia (3.16) se va scrie
DY
Dt
Este de asemenea util a scrie ecuatiile Navier-Stokes (3.16) in functie de
tensorul tensiunilor (3.9):
Du,; _ 1 0p . 1074
Dt pdX; 7 poX,
Daca dorim sa tinem cont de variatia densitatii, in ipoteza ca ea variaza
doar cu temperatura, putem scrie ecuatia (3.18) sub forma

— —;Vp + 7 + Vi (3.17)

(3.18)

%ZJ = 8@? + pogi [1 = BT —To)] 6ij +
unde (8 este un coeficient care arata cit de repede descreste densitatea cu
temperatura in directia ¢, iar cu p, am notat densitatea la temperatura de
referintd Tp. In fizica atmosfericd g; = —g pe directia verticald si zero pe
celelalte doua directii. Dacd dorim sa tinem cont de variatia densitatii cu
temperatura, vom inlocui de aici inainte pg; cu pg; [1 — B (T — To)] 64j:

pg; — gipo [1 — B (T —To)] 65 (3.20)

(3.19)
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3.3 Ecuatia de vorticitate

O caracteristica importanta a fluxurilor turbulente este ca ele sunt rotationale
(adicd au vorticitatea nenuld). Vorticitatea este definita ca rotorul vitezei

g (Yt) =VxW (3.21)

si este egald cu de doud ori rata de rotatie a fluidului la ()_5,15). Aplicand

operatorul rotor ecuatiei Navier-Stokes (3.17) vom obtine ecuatia de evolutie
a vorticitatii

Dw _ 2— — —
— =vVWU+(J-V)u (3.22)
Dt
sau, pe componente,
Dwi 82wz~ 8uz
= 3.23
Dt~ Vax0x, | Yax, (3:23)
unde 5
ik TUk
wi =€ g (3.24)

Problema 1 Deduceti ecuatia (3.22).

Pentru fluxurile bidimensionale (2D) termenul de deformare a vortexului
se anuleazd si ecuatia vorticititii (3.22) devine
Dw 9
— =vVw 3.25
i (3.25)
Problema 2 Sa se demonstreze ci pentru fluxurile bidimensionale vortici-
tatea are o singura componentd nenuld care verifici ecuatia (3.25).

Cum componentele ratei de deformare nu apar in cazul 2D rezultd cid in
mod riguros turbulenta nu poate fi 2D. Cand se discuta de o turbulentd 2D
aceasta este o aproximatie a celei 3D in sensul cd una din dimensiuni este
mult mai micd decéat celelalte doud, dar in realitate nu este riguros pland.
Turbulenta 2D este un subiect vast cu un interes deosebit pentru fluxurile
atmosferice si oceanografice. Ea are multe comportari particulare pe care nu
le intalnim la turbulenta 3D, vezi spre exemplu [25], [26].
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Capitolul 4

Descriptori statistici ai
turbulentei

4.1 Functia densitate de probabilitate

Analiza statisticd a structurilor turbulente se realizeaza prin intermediul functiei
densitate de probabilitate si prin diferitele corelatii ale variabilelor turbulente.

Functia densitate de probabilitate (pdf = probability density function),
numitd de asemenea functia distributie de probabilitate, sau simplu functia de
distributie, descrie probabilitatea de aparitie a valorilor unei functii date pe
un anumit domeniu al functiei. Vom nota aici pdf-ul unei functii v ca f(u).
Mai precis, f(u)du este probabilitatea ca o anumita valoare specificata sa se
giseascd intre u si u + du, si f(u) satisface conditia de normare

/f(u) du=1 (4.1)

Fie de exemplu u viteza instantanee dintr-o problema unidimensionala (sau
o component4 a vitezei dintr-o problema bi sau tri-dimensionald). Un exemplu
de istorie temporald a componentei vitezd u este aratatd in figura 4.1.

Istoria fluctuatiilor instantanee poate fi exprimata prin intermediul functiei
distributie de probabilitate f(u). Pentru Aw suficient de mic, marimea f(u)Au
reprezintd probabilitatea de a gasi valoarea vitezei instantanee u in intervalul
(u,u + Au) adica,

f(u) Au= lim %ZAQ (4.2)

unde At; sunt intervalele de timp in care u se afld in intervalul (u,u + Au),
vezi figura 4.1. (In figurd intervalele Au si At sunt luate destul de mari din
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Figura 4.1: Este reprezentatd variatia in timp a vitezei instantanee u(t) cu
valoarea medie @ calculatd ca medie temporala. Sunt marcate intervalele
de timp At; in care valoarea vitezei instantanee wu(t) se afli in intervalul
(u,u+ Au).

motive grafice, dar ele trebuie gandite a fi mult mai mici.) Daca inmultim (4.2)
prin u, facem intervalele Au infinitezimale (Au — du) i integram, reobtinem
definitia (4.16) a mediei temporale.

Pentru a construi functia distributie de probabilitate f(u) se m&soard
diferitele momente ale ei in raport cu variabila aleatoare u, ca de exemplu
valoarea medie, varianta, asimetria, excesul (sau platitudinea). Din m#surarea
acestor momente se poate construi f (u) care apare ca nucleu in integralele ce
exprimad momentele functiei de distributie a variabilei u. Exemple de functii
de distributie sunt date in Anexa A.

4.1.1 Valoarea medie

Valoarea medie temporald a unei functii u(t) se poate calcula cu ajutorul
functiei densitate de probabilitate f(u) si din acest punct de vedere reprezinta
momentul de ordin unu al functiei de distributie:

a:]ovf(u)dvz%iudt (4.3)
—00 0
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unde v este o variabila aleatoare de integrare.

4.1.2 Varianta si deviatia standard

Descriptorii folositi pentru a indica extinderea (impréstierea) unei fluctuatii u
in jurul valorii medii U sunt varianta o? si deviatia standard o.

Varianta unei variabile stohastice u este definitd ca momentul de ordinul
doi al deviatiei variabilei u fatd de media sa U, adicd momentul de ordinul doi
al deviatiei u — U =u ,

var (u) = u? = / (v—U)? f(v) dv (4.4)

—0o0
Prin urmare ea masoara cat de departe sunt imprastiate setul de valori
aleatoare fatd de valoarea lor medie. Varianta pentru componentele vitezei are
o insemnétate speciald. Astfel, dacd w, v si w sunt componentele fluctuante
ale vitezei pe cele trei directii ale sistemului de referinta, atunci

1 = Py 9
k= 5 <u2+52+w2)
reprezinta energia cinetica turbulenta pe unitatea de masa intr-un punct dat.

Deviatia standard pentru o variabila stochasticd u, notata o, este definita

ou= V@ (4.5)

Prin urmare
var (u) = o2

Momentul central de ordin n este definit ca

oy = (%) = / (v — U)" f(v)dv (4.6)

Problema 3 Fie ¢ o marime stochastica definita prin relatia
g=a+bu (4.7

unde u este o variabild aleatoare cu uw = U + w, iar a i b sunt constante.
Aratati ca

var(q) = b*var(u) (4.8)
oq = boy
var(u) = u2 — U? (4.10)
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4.1.3 Standardizare

Adesea este convenabil a lucra in termenii variabilelor aleatoare standardizate,
care prin definitie au media zero si varianta unitate. Variabila aleatoare stan-
dardizatd @ ce corespunde variabilei aleatoare u este

u—U

u= 4.11
=t (4.11)
Functia de distributie standardizata a variabilei u este definitd prin
F @) = ouf (U +0a,0) (4.12)
Momentele variabilei 7 sunt
@y _ [
—~ u ~
fin =" = /U”f(v)dv (4.13)
v —00

4.1.4 Asimetria (skewness)

Asimetria este o méasurd pentru asimetria unei functii pdf in raport cu originea
(sau fatd un alt reper). Asimetria poate lua atat valori pozitive cat si valori
negative. In experimentele de turbulents ea este de obicei negativd (dar nu
totdeauna).

Asimetria unei functii 7 € L? este calculat din formula

R
S(u) = W (4.14)
i reprezinta agadar momentul standardizat de ordin trei.

Asimetria este o masurd a asimetriei unei functii (in raport cu media sa,
de obicei zero in contextul studiilor turbulentei) aga cum este indicat fie din
forma functiei distributie de probabilitate, fie prin observatia directa a seriei
temporale de date. O distributie, sau o serie de date, este simetrica daca ea
apare la fel la stanga si la dreapta punctului central.

Daca functia distributie de probabilitate este simetrica (ca in cazul unei
Gaussiene), asimetria este zero (vezi Anexa A).

Pentru un set de date {uy,ug,...u,} formula pentru asimetrie este

1 = (ui—U)?
S = ~—
Ji; n

unde o, este deviatia standard, U este valoarea medie si n este numarul de
valori din setul de date. Aceastd formula este cunoscuta ca formula coeficien-
tului Fisher-Pearson pentru asimetrie. Multe programe software calculeaza de
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fapt coeficientul ajustat Fisher-Pearson pentru asimetrie

n 3
a M71(n—1)iz(uZ U)

n—2 o3 n

i=1

Valoarea negativa a coeficientului de asimetrie indica faptul ca valorile datelor
sunt majoritar in partea stanga fata de valoarea medie U, iar o valoare pozitiva
a coeficientului de asimetrie indicd faptul c& valorile din setul de date sunt
majoritar in partea dreaptd fatd de valoarea medie U.

4.1.5 Platitudinea (kurtosis)

Momentul standardizat de ordin patru este numit platitudine sau aplatizare
(kurtosis):

~4
u
K(u) = <~ >2 (4.15)
(@?)
unde @ € Li (-) noteazd orice tip de medie (in majoritatea cazurilor este
media temporald).
Pentru un set de date {uy,ug,...u,} formula pentru platitudine este

1 o (u; —U)*
K=—3) ———

U =1

unde o, este deviatia standard, U este valoarea medie si n este numarul de
valori din setul de date.

Platitudinea (uneori numita "exces") este totdeauna mai mare ca zero, iar
platitudinea unei Gaussiene este exact egali cu 3. In multe lucriri aplatizarea
este definitd prin K —3. In acest caz ea ne indicii abaterea functiei densitate de
probabilitate de la o Gaussiana, in sensul ca functiile avand valori de platitu-
dine mari sunt mai puternic ascutite decat cele care sunt distributii Gaussiene,
si invers.

Tennekes si Lumley (1972) [17] au remarcat faptul ca valorile platitudinii
sunt mari (comparate cu valoarea 3 pentru o distributie Gaussiana) daca pdf
are valori relativ mari in cozile sale, adicd dacid nu tinde la zero la fel de repede
ca o Gaussiang atunci cand argumentul s&u tinde la +o0o. Acest lucru apare
cand seriile temporale ale functiei contin un numar semnificativ de vArfuri
ascutite, si este legat de intermitenta, asa cum a remarcat Frish (1995) [18].

In particular, o functie filtratd cu un filtru trece-sus se zice a fi intermi-
tenta pe scale mici dacad platitudinea sa creste fara limite odaté cu cresterea
frecventei de filtrare. Notam de asemenea ca platitudinea este momentul de
ordin patru al unei functii divizatd prin patratul momentului de ordin doi.
Deci, ea poate fi calculata in termenii functiei densitate de probabilitate.
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Capitolul 5

Ecuatiile fundamentale ale
curgerii turbulente

Vom prezenta in continuare ecuatiile fundamentale ce descriu curgerea turbu-
lentd a unui fluid incompresibil (ficand uneori observatii gi asupra variantei
de fluid compresibil). Intr-o curgere turbulents variatia marimilor fizice are
loc pe o scala de timp rapida iar fluctuatiile lor sunt stocastice.

Domeniul scalelor ce trebuie rezolvate este enorm, cu cele mai mici scale
spatiale de ordinul milimetrilor si cele mai mici scale temporale de ordinul
milisecundelor. Este prin urmare foarte dificil (si nu prea folositor) de a
cunoagte valorile instantanee ale marimilor fizice. In schimb ne intereseazi
efectul mediu al marimilor turbulente, gi o abordare practica pentru descrierea
curgerilor turbulente este de a modela marimile de transport turbulent mediate.

Am vazut in capitolul anterior tipurile de medieri pe care le putem avea,
deocamdata insd ne vom referi doar generic la procesul de mediere. Metoda
de studiu a turbulentei aleasa aici este metoda statistica prin ecuatiile Navier-
Stokes mediate Reynolds - notate pe scurt RANS (acronim de la Reynolds
Averaged Navier-Stokes).

5.1 Ecuatiile Navier-Stokes mediate

Descompunerea Reynolds definegte méarimea instantanee ca fiind egald cu suma
dintre valoarea sa medie si valoarea sa fluctuantd. Pentru o marime fizica
arbitrard a, partea mediatd va fi notatd cu @ (o bard deasupra simbolului
marimii respective), iar partea fluctuanta o vom nota cu a. Astfel,

p = P+p, T=T+T

wp = Uitu;, Tij =Tij +Tij
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unde p, T, u; si 7i; se refera respectiv la valorile instantanee ale presiunii,
temperaturii, componentei i a vitezei si tensorului tensiunilor.
Prin medierea ecuatiei de continuitate (3.3) pentru fluidul incompresibil

obtinem
oU;

=0 5.1
e (5.1)

Medierea ecuatiilor Navier-Stokes (3.18) conduce la
DU; o oP n 871‘3‘ 87—2‘ (5 2)

Poe =P~ ox, T ax; " ax, '
unde D(-)/Dt este derivata substantiald definita in (3.5),
ou;  0U;

= = 5.3

este partea medie a tensorului tensiunilor, iar tensorul
Th = —pui; (5.4)

este numit tensiune Reynolds si este o tensiune datorata turbulentes.

Tensorul m este tensiunea cinematica turbulenta, dar din conciziune este
numit uneori tot tensiune Reynolds, desi dimensional nu este corect caci nu
are dimensiunea unei tensiuni.

Intr-o curgere turbulenti efectele tensorului Ti; datorat vascozitatii sunt
mult mai mici decat ale tensorului Reynolds care sunt datorate turbulentei.
In termenul ce corespunde fortei volumice (forta gravitationald aici) din (5.2)
densitatea medie este notatd p care poate diferi de p in cazul unei densitati
neuniforme.

Problema 6 Deduceti ecuatia (5.2).

Tensorul Reynolds poate fi interpretat ca viteza de transfer mediu a
impulsului prin fluctuatii turbulente. Tensorul Reynolds are noud componente
carteziene si este un tensor simetric.

Daca notam cu (u, v, w) componentele vectorului viteza dupa cele trei axe
de coordonate, tensorul Reynolds se va scrie explicit sub forma

—pi2  —pww  —puw

—puv —pﬁ —pow

—puw  —pow —pﬁ
Componentele diagonale sunt tensiunile normale, iar componentele nediago-
nale sunt tensiunile de forfecare. Daca fluctuatiile turbulente sunt complet

50



izotrope, adicd ele nu au nicio directie preferentiald, atunci componentele
nediagonale se anuleazi si U2 = 02 = W2.

Tensorul TZ] este modelat aici din modelul de fluid vascos neturbulent,
in timp ce 7' . trebuie sd fie modelat din modelul de turbulenta. Sa notam
ca marimea th este o marime medie datorata turbulentei (covariantei dintre
marimile stochastice w; si u;) si provine din medierea membrului stang al
ecuatiei (3.18), adicd a termenului neliniar convectiv, si nu din medierea
tensorului 7.

Pentru tensiunea medie totald vom introduce notatia

7;]' = —Péij + ?ij + ng (55)
Cu aceastd notatie ecuatia (5.2) se scrie mai compact sub forma

DU; 1 87;3 D
=- —g; 5.6

Daci in loc de ecuatia (3.18) consideram ecuatia (3.19), adica tinem cont
si de variatia densitdtii cu temperatura, vom face substitutia (3.20) si obtinem

DU; _ or o7, Otk
= pgi [1 =B (T — Ty)] ;5 — e - 5.7
D~ P9 L BT =)} o = 5+ 55+ %, (5.7)
sau, dacd plecam de la (5.6),
DU; 0T =
= |1 —B(T —To)| di4
Py = ax, TP 1= AT - To)] %
5.1.1 Ecuatia energiei cinetice de curgere medie
Ecuatia de miscare pentru curgerea medie este, vezi ecuatia (5.6),
oU; ou; 19Ty  p
ot Ui, = pax; T (5:8)

Inmultind aceasta ecuatie cu U; si insuménd dupa i, rezulta

o (1, 9 (1, 10 _  1_au
5 (302) + U (59 = S (0T - 37,50 + Uiy
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Introducand (5.5), (5.4) si (5.3) obtinem

9 2 9 2\ _ 0 (. PU; 1, ==
8t< UZ> UJ@X < U) = 8XJ< P +,0UZTU Uz“z“])

transport
Ui 9U;\ U
0X;  0X;) 90X,

(5.9)

disipare vascoasa

— U B
+ uzu] X + ; 9;U;
H/—’ ~—

pierdere prin pierdere prin
turbulentd energie potentiala

5.2 Ecuatia mediata a energiei

Prin medierea ecuatiei de energie (3.34)

DT 2T ;
oC 0 ou

— =Kt + Tij = (5.10)
"Dt Tox? T Y oX;

se obtine ecuatia mediata a energiei

C DT 82T + 8uz
pCy o = g2, 2
P'Dt — Tox? Y 0X;

Sa analizdm membrul stang al ecuatiei (5.10) introducand descompunerea
Reynolds a marimilor stocastice:

— @+U@ + 8_T+U.8_T+~,£ _|_~.8_T
- ot " ox, ot " ax; T "ax; | T ox,

T+T>

Prin mediere Reynolds, termenii ce contin cite o singurd marime fluctuanta
se vor anula, rezultand

D_T:(aT aT) _aT (5.11)

= = LU= il
Dt \or " ax;) TYax,
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