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Prefata

Cu toata cresterea de popularitate a tutorialelor video, a cursurilor online, a prezentarilor
PowerPoint, cartile tiparite constituie, inca, principalul mijloc de raspéandire al cunosgtintelor.
In acest sens, vine si isi sustina cauza si cartea de fati, ca modalitate de a deschide un zavor
ferecat pentru cei care bat la portile cunoagterii.

Lucrarea de fata prezinta capitole de algoritmica grafurilor ce abordeaza aproape toate
aspectele importante din domeniu. Primele elemente de teoria grafurilor dateaza cu mult
inaintea aparitiei calculatoarelor, grafurile devenind o parte importanta a informaticii, odata
cu dezvoltarea acesteia ca stiintd. Un graf poate fi utilizat pentru modelarea unui sistem
distribuit, vizut sub forma unui numar de componente de calcul autonome, interconectate
prin intermediul unei retele de comunicatii gi care coopereaza in vederea realizarii unor scopuri
comune. Retelele mobile ad-hoc, retelele de senzori fara fir (wireless), structurile grid sau
cloud sunt instante ale unui astfel de sistem distribuit, fiind intalnite foarte des in ultimul
timp. In aceeasi idee mentionam ci Facebook este un exemplu de graf social sau Web-ul este
un exemplu de multi-graf orientat.

Pe langa conceptele teoretice, cititorul interesat de subiect va gési peste 90 de algoritmi
prezentati in lucrarea structurata pe 10 capitole. O parte din algoritmi sunt introdugi mai
intai la nivel conceptual si, mai apoi, prezentati in detaliu in pseudo-cod. Multi algoritmi
sunt analizati din punct de vedere al complexitatii, punandu-se astfel la dispozitia unui
programator un criteriu de evaluare a unui algoritm in vederea alegerii sale pentru rezolvarea
unei probleme sau situatii. Bibliografia bogaté contine referinte cétre lucrdri importante din
domeniu.

Materialul este prezentat intr-o inlantuire teorie-algoritm- implementare-exemple-aplicatii,
abordarea autorului inclinAndu-se spre metode de rezolvare a unor probleme cu caracter prac-
tic, al caror grad de dificultate variaza de la simplu la dificil.

Cartea reprezinta un material de referintd ce vine in sprijinul studentilor care urmeaza
cursul de algoritmica grafurilor la facultitile de informatica, calculatoare, automatica, teleco-
municatii i informaticd economica, insa poate fi consultata in egald méasura de cétre elevii de
liceu la profilul informaticd sau de cititorul interesat de diferitele aspecte de implementare ale
algoritmilor prezentati. De asemenea, prin topicile avansate prezentate in lucrare, constituie
un material util studentilor de la cursurile masterale si doctorale.

Multumirile autorului se indreapta cétre referentii stiintifici ai acestei lucrari pentru su-
gestiile gi observatiile pertinente pe marginea manuscrisului.

Craiova, septembrie, 2020 Mirel Cosulschi






Capitolul 1

Introducere in algoritmi

Definitia 1.1 Algoritmul constituie o reprezentare finita a unei metode de calcul ce per-
mite rezolvarea unei anumite probleme. Se poate spune ca un algoritm reprezintd o secventd
finita de operatii, ordonatda si complet definitd, care, pornind de la datele de intrare, produce
rezultate.

Termenul de algoritm ii este atribuit matematicianului persan Abu Ja‘far Mohammed
ibn Musa al-Khowarizmi (sec. VIII-IX), care a scris o carte de matematici cunoscutd in tra-
ducere latina sub titlul de "Algorithmi de numero indorum", iar apoi ca " Liber algorithmi",
unde termenul de "algorithm" provine de la "al-Khowarizmi", ceea ce literal inseamna "din
orasul Khowarizm". Matematicienii din Evul Mediu intelegeau prin algoritm o regula (sau
o multime de reguli) pe baza careia se efectuau calcule aritmetice: de exemplu in secolul al
XVl-lea, algoritmii se foloseau la inmultiri sau injumatatiri de numere.

Fiecare propozitie ce face parte din descrierea unui algoritm este, de fapt, o comanda ce
trebuie executata de cineva, acesta putand fi o persoana sau o magina de calcul. De altfel,
un algoritm poate fi descris cu ajutorul oricirui limbaj, de la limbajul natural gi pana la
limbajul de asamblare al unui calculator. Denumim limbaj algoritmic un limbaj al carui scop
este acela de a descrie algoritmi.

Algoritmul specifica succesiuni posibile de transformari ale datelor. Un tip de date poate
fi caracterizat printr-o multime de valori ce reprezintd domeniul tipului de date gi o multime
de operatii definite peste acest domeniu. Tipurile de date pot fi organizate in urmatoarele
categorii:

1. tipuri de date elementare (de exemplu tipul intreg, tipul real) - valorile sunt unitégi
atomice de informatjie;

2. tipuri de date structurate (de exemplu tipul tablou, tipul inregistrare) - valorile sunt
structuri relativ simple rezultate in urma combinatiei unor valori elementare;

3. tipuri de date structurate de nivel inalt (de exemplu stiva) - se pot descrie independent
de limbaj iar valorile au o structura mai complexa.

Un algoritm trebuie sd posede urmaétoarele trasaturi caracteristice:

1. claritate - la fiecare pas trebuie sd specifice operatia pe care urmeaza sa o efectueze
algoritmul asupra datelor de intrare;

2. corectitudine - rezultatele trebuie sa fie corecte;
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3. generalitate - algoritmul trebuie si ofere solutia nu numai pentru o singura problema
ci pentru o intreaga clasa de probleme;

4. finitudine - algoritmul trebuie s se termine intr-un timp finit;

5. eficientd - un algoritm poate fi utilizat numai in situatia in care resursele de calcul
necesare acestuia sunt in cantitati rezonabile, si nu depasesc cu mult posibilititile cal-
culatoarelor la un moment dat.

Un program reprezintd implementarea unui algoritm intr-un limbaj de programare.
Studiul algoritmilor cuprinde mai multe aspecte:

e claborare - activitatea de concepere a unui algoritm are gi un caracter creativ, din
aceastd cauza nefiind posibila deprinderea numai pe cale mecanica. Pentru a facilita
obtinerea unei solutii la o problema concreta se recomanda folosirea tehnicilor generale
de elaborare a algoritmilor la care se adauga in mod hotarator intuitia programatorului;

e cxrprimare - implementarea unui algoritm intr-un limbaj de programare se poate face
utilizand mai multe stiluri: programare structuratd, programare orientata pe obiecte
etc.;

e validare - verificarea corectitudinii algoritmului prin metode formale;

e analiza - stabilirea unor criterii pentru evaluarea eficientei unui algoritm pentru a-i
putea compara gi clasifica.

Un model de reprezentare al memoriei unei masini de calcul este acela al unei structuri
liniare compusa din celule, fiecare celula fiind identificata printr-o adresa gi putand pastra o
valoare corespunzitoare unui anumit tip de data. Accesul la celule este facilitat de variabile.
O wvariabild se caracterizeaza prin:

e un identificator - un nume ce referd variabila;
e 0 adresa - desemneaza o locatie de memorie;

e un tip de date - descrie tipul valorilor memorate in celula de memorie asociata.

1.1 Limbajul pseudocod

Limbajul natural nu permite o descriere suficient de riguroasa a algoritmilor, de aceea, pentru
reprezentarea acestora se folosesc alte modalitati de descriere precum:

e scheme logice;
o [imbajul pseudocod.

In continuare vom prezenta pricipalele constructii din cadrul limbajului pseudocod.

Intrari/iesiri

Citirea datelor de intrare se poate realiza prin intermediul enuntului Input:
1: Input {lista variabile}

Afigarea rezultatelor este reprezentata cu ajutorul instructiunii Output:
1: Output {lista de valori}
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Instructiunea de atribuire

Este instructiunea cel mai des utilizata intr-un algoritm si realizeaza incarcarea unei variabile
(locatii de memorie) cu o anumitd valoare. Are urméatoarea sintaxa:
1: < wariabila ><< expresie >

unde < expresie > este o expresie aritmetica sau logica.

Se evalueaza expresia < expresie > iar rezultatul se atribuie variabilei < wvariabila >,
memorandu-se in locatia de memorie asociatd. Aceasta variabild trebuie sa fie de acelasi tip
de data cu expresia sau un tip de data care sa includa si tipul expresiei.

O expresie este constituita din operanzi si operatori. Operanzii pot fi variabile gi valori
constante, iar operatorii pot fi:

e operatori aritmetici - + (adunare), — (scadere), * (inmultire), / (impartire), " (ridicare
la putere), div (catul impartirii intregi), mod (restul impdartirii intregi);

e operatori relationali - = (egal), # (diferit), < (strict mai mic), < (mai mic sau egal),
> (strict mai mare), > (mai mare sau egal);

e operatori logici - OR sau V (disjunctie), AN D sau A (conjunctie), NOT sau — (negatie).

Cea mai simpla expresie este formata dintr-o variabild sau o constantd (operand). Expre-
siile mai complicate se obtin din operatii efectuate intre variabile si constante. La scrierea
expresiilor trebuie si se {ind cont de faptul ci, in momentul evaluarii lor, in primul rand
se vor evalua expresiile din paranteze, iar operatiile se executa in ordinea determinata de
prioritatile lor.

Enunturi de ramificare

1: if <expresie-booleana> then

2: <instructiunel> 1: if (a mod 2 = 0) then
[ 2: Output { "Numarul este par"}
3: else 3: else
4: <instructiune2> 4: Output { "Numarul este impar"}
| 5. end if
5: end if
Enuntul if ... then ... else evalueazd mai intai expresia booleana pentru a determina

unul din cele doua drumuri pe care le poate lua executia algoritmului. Ea poate include
optional o clauza else.

Daca <expresie-booleana> se evalueaza la valoarea de adeviar true, atunci se executa
<instructiunel™> gi se continud cu urmatoarea instructiune dupa if. Daca <expresie-booleana>
are valoarea de adevar false, atunci se executd <instructiune2>. <instructiunel> si
<instructiune2> sunt instructiuni compuse ce pot sa contina, la randul lor, o alta instructiune
if.

Exemplul 1.1 Un algoritm simplu este cel ce rezolvd ecuatia de gradul I, ax+b =10, a,b € R
(algoritmul 1). Acesta se bazeazd pe rezolvarea matematicd a ecuafiei de gradul I:

1. daca a = 0, atunci ecuatia devine 0 - x + b = 0. Pentru cazul in care b # 0 avem
0.2+ b =0, egalitate ce nu poate fi satisfacutd pentru nicio valoare a lui x € R sau
C. Spunem, in acest caz, ca ecuafia este incompatibild. Dacd b =0, avem 0-x + 0 =
0, relatia fiind adevdratd pentru orice valoare a lui x € R. Spunem cd ecuafia este
compatibil nedeterminata.
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2. dacd a # 0, ecuatia are o singurd solulie, r1 = fg e R.

Algoritm 1 Algoritm pentru rezolvarea ecuatiei de gradul I
: Input {a,b}
. if (a = 0) then
if (b =0) then
Output { "Ecuatie compatibil nedeterminata' }
else
Output { "Ecuatie incompatibila" }
end if
else
T+ -2
10: Output { "Solutia este:", z }
11: end if

© N>

Avdnd acest algoritm drept model sa se realizeze un algoritm pentru rezolvarea ecuatiei
generale de gradul al II-lea, ax® + bx + ¢ = 0, unde a,b,c € R.

Enunturi repetitive

Enunturile repetitive permit descrierea unor prelucrari ce trebuie efectuate in mod repetat,
in functie de pozitia conditiei de continuare existand doua variante de structuri repetitive:
structura repetitiva conditionatd anterior §i structura repetitiva condifionata posterior.

Structura repetitivi conditionata anterior while (sau instructiune de ciclare cu test initial)
are urmatoarea sintaxa:

1: sum + 0
1: while <expresie-booleana> do 2141
: o 3: while (i < n) do
2: <instructiune> ‘
3: end while 4: SUum <— sum +1
. 5: i1+ 1
6: end while

Cat timp <expresie-booleana> este adevarata, se executa <instructiune>; daca <expresie-
booleana> este falsd chiar la prima evaluare, atunci <instructiune> nu ajunge sa fie realizata
niciodata. Acest comportament este opus celui corespunzator structurii repetitive conditio-
nata posterior repeat, unde <instructiune> este executata cel putin o datd. (Dacd o expresie
are valoarea de adeviar true spunem atunci ca expresia este adevdaratd; daca o expresie are
valoarea de adevir false spunem atunci cd expresia nu este adevirata - este falsd).

Exemplul 1.2 Vom realiza un algoritm pentru calculul cdtului si restului impartirii a doud
numere intregi, prin scaderi succesive (a se vedea algoritmul 2).

Mai intdi, se initializeazd catul cu valoarea zero (linia 3) si restul cu valoarea detmpdrti-
tului (linia 4). Apoi, atdta timp cat restul este mai mare decdt valoarea tmpartitorului (liniile
5 - 8), vom incrementa cdtul cu o unitate, i decrementa restul cu valoarea impartitorului.
La final, sunt afisate valorile catului si restulus.

Un caz particular de structura repetitiva conditionata anterior este for, utilizata in cazul
in care o instructiune sau un grup de instructiuni trebuie sa se repete de 0 sau mai multe
ori - numarul de repetitii fiind cunoscut inainte de inceperea sa. Enunfurile repetitive bazate
pe instructiunile while i repeat sunt mult mai potrivite in cazul in care conditia de ter-
minare trebuie reevaluata in timpul ciclarii (atunci cand numdarul de repetitii nu este cunoscut
apriori).
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Algoritm 2 Algoritm pentru calculul impartirii intregi

1: Input {a,b}

2: if ((a > 0) A (b > 0)) then
3: cat <0

4 rest < a

5 while (rest > b) do

6: rest <— rest — b

7 cat < cat + 1

8 end while

9 Output {cat,rest}
10: else
11: Output {"Numerele trebuie sa fie strict pozitive!"}
12: end if

Instructiunea for are urmatoarea sintaxa:

1: for <Var> <« <Expresiel>, <Expresie2>, 1: sum < 0

Step < p > do 2: for i + 1,n do
2: <instructiune> 3: Sum <— sum —+1
3: end for 4: end for

Comportamentul enuntului repetitiv for se descrie cel mai bine prin comparatie cu

enuntul repetitiv while. Astfel secventa urméitoare de limbaj pseudocod

1: for v < ey,eo STEP p do

2: < instructiune >

3: end for

este echivalentd cu secventa ce contine enuntul repetitiv while:
V< eg
: while (v < e2) do
<instructiune>
V& v+Dp
: end while

e1 reprezintd valoarea initiala, e; limita finala, iar p pasul de lucru: la fiecare pas, valoarea
variabilel v este incrementatd cu valoarea variabilei p, valoarea ce poate fi atat pozitiva cat
si negativa. Daca p > 0 atunci v va lua valori in ordine crescatoare, iar daca p < 0 atunci v
va primi valori in ordine descrescatoare.

In cazul in care pasul de incrementare este 1, atunci el se poate omite din enuntul repetitiv
for, variabila contor fiind incrementata automat la fiecare repetitie cu valoarea 1. Daca pasul
de incrementare p are valoarea 1 atunci avem urmatoarele situatii posibile pentru constructia
for:

e Fupresiel > Expresie2: <instructiune> nu se executa niciodata,
o Fupresiel = Expresie2: <instructiune> se executa exact o data;

e Fapresiel < Expresie2: <instructiune> se executd de Expresie2 — Fxpresiel 4+ 1 ori.

Exemplul 1.3 Un caz destul de frecvent intdlnit in practica este cel in care se cere deter-
minarea elementului de valoare maximd, respectiv minimd dintr-un sir de elemente. Acest
sir de elemente poate fi pastrat intr-o structurd de date elementard, cunoscutd sub numele de
vector. Un wvector este un caz particular de matrice avind o singurd linie $i n coloane.
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Algoritm 3 Algoritm pentru calculul elementului de valoare minima dintr-un sir

1: Input {N,z1,29,...,2N }
2: min < x1

3: for i < 2, N do
4 if (min > x;) then
5: min < x;
6 end if

7: end for

8: Output { min }

Prezentam in continuare algoritmul pentru determinarea elementului de valoare minima
ce apartine unui gir de numere naturale (a se vedea algoritmul 3).

In acest algoritm se observa utilizarea enunfului repetitiv for, intalnit, in general, in situ-
atiile in care se cunoaste apriori numdrul de pagi pe care trebuie sd-l realizeze instructiunea
repetitiva.

Mai intdr se initializeaza variabila min cu valoarea elementului x1, presupundnd cd ele-
mentul de valoare minimd este primul element din cadrul vectorului X (linia 2). In continuare
vom compara valoarea variabilei min cu valoarea fiecarui element din gir (liniile 3-7): daca
vom gasi un element a carui valoare este mai mica decdt cea a minimului calculat pdna la
momentul curent (linia 4), vom refine noua valoare in variabila min (linia 5).

Structura repetitiva conditionatd posterior repeat ... until prezintd urméitoarea sin-

taxa:
1: sum « 0
2: 1+ 1

1: repeat

. . 3: repeat

2: <instructiune> .

4: Sum <— sum —+1

3: until <expresie-booleana> PO
: until (2 > n)

2 @

Atata timp cat <expresie-booleana> este falsd, se executd <instructiune>. Se observa
faptul ca instructiunile dintre repeat si until se vor executa cel putin o data.

Exemplul 1.4 Algoritmul 4, prezental in continuare, calculeazd suma primelor n numere
naturale, S =1+2+3+ ...+ n.

Notam cu S,, suma primelor n numere naturale (S, =1+ 2+ 3+ ...+ n). Aceasta se
poate calcula intr-o manierd incrementald astfel:

S =1

Sy = 14+2=5+2

Sy = (1+2)+3=5+3

Sy = (142+43)+4=255+4

S, = (14+2+...4n—-1)4n=S5,1+n

Observatia 1.5 1. Algoritmul 4 utilizeazd enuntul repetitiv cu test final, repeat ... untl.
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Algoritm 4 Algoritm pentru calculul sumei primelor n numere naturale (prima varianta)

: Input {N}
S <0
141
repeat
S+ S+i
1 i+1
:until (1 > N)
: Output {S}

PN TN

2. Enunturile S < 0 si i < 1 au rolul de a atribui valori initiale variabilelor S si i.
Intotdeauna variabilele trebuie initializate corect din punctul de vedere al algoritmului
de calcul. Variabila ce refine rezultatul unui proces de insumari succesive se va inilializa
intotdeauna cu valoarea 0, valoare ce nu va influenta rezultatul final. O variabild ce
pastreaza rezultatul unei operatii (sumd sau produs) se va initializa cu elementul neutru
fata de operatia respectiva.

3. Atribuirile 1 = i+ 1 gi S = S+ (liniile 5 gi 6) sunt lipsite de sens din punct de
vedere algebric. Insd, atunci cand ne referim la un sistem de calcul electronic, aceste
operatii se refera la valoarea curentd si la cea anterioard a unei variabile. De aseme-
nea, trebuie sa se faca o distinctie clard intre operatia de atribuire si cea de egalitate:
operatia de atribuire (<) face ca valoarea curentd a variabilei din stanga operatorului
de atribuire sa fie initializata cu valoarea expresiei din dreapta acestuia (in expresia
k< i+ 27 variabila k primegte valoarea rezultatd in urma evaludrii expresiei i +2°),
pe cand operatia de egalitate verifica daca valoarea elementului din stdnga operatoru-
lui =" (sau a expresiei aflate in partea stangd a operatorului) este egald cu valoarea
expresiei din dreapta acestuia (de exemplu rezultatul evaludrii expresiei k =i+ 2) are
valoarea de adevar true dacd valoarea variabiler 'k’ este egald cu valoarea rezultatd in
urma evaludrii expresiei i + 27 gi are valoarea de adevir false in caz contrar).

Prin urmare, in cazul expresiei i < i+ 1, valoarea curenta a variabilei i devine valoarea
anterioarda a aceleiasi variabile incrementatd cu o unitate.

Suma primelor n numere naturale se constituie in suma termenilor unei progresii arit-
metice ce se poate calcula direct cu formula sumei, astfel 1 +2 4+ ... +n = @ Avdnd
in vedere aceasta identitate, algoritmul de calcul a sumei primelor n numere naturale se
simplifica foarte mult (a se vedea algoritmul 5).

Algoritm 5 Algoritm pentru calculul sumei primelor n numere naturale (a doua varianta)

1: Input {N}
2 S+n-(n+1)/2
3: Output {S}

Proceduri si functii

Procedurile sunt subrutine ale caror instructiuni se executa ori de cate ori acestea sunt apelate
prin numele lor.
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Apelarea procedurilor se face in unitatea de program apelantd prin numele procedurii,
primit in momentul definirii, urmat de lista parametrilor actuali. Aceasta listd trebuie sa
corespunda ca numar si tip cu lista parametrilor formali, in situatia in care exista o lista de
parametri formali in antetul subrutinei. Definitia unei proceduri are urmatoarea sintaxa:

1: procedure <NUME>(<lista_parametri formali>)
2: <instructiune>
3: end procedure

lista_parametri_formali (optionald) simbolizeazi o lista de identificatori (parametri)
ce permite transferul datelor intre subrutina apelantd si subrutina apelatd. Acesti parametri
se specificd prin nume (identificator) urmat, eventual, de tipul de data al parametrului. Mai
multi parametri de acelasi tip pot fi grupati, folosindu-se drept separator virgula.

De fapt, lista parametrilor formali poate fi descrisd mai detaliat astfel:

1: procedure <NUME>(<PFI; PFO>)
2: end procedure

unde

PFI = lista parametrilor formali de intrare.

PFO = lista parametrilor formali de iegire.

Enuntul de apel al unei proceduri are urmatoarea sintaxa:

1: CALL <nume>(PAIL; PAO)

PAT - lista parametrilor actuali de intrare, ce corespund parametrilor formali de intrare.
Corespondenta se face de la stanga la dreapta si trebuie si fie de acelagi tip cu parametrii
formali.

PAO - lista parametrilor actuali de iegire.

Exemplul 1.6 Sa se realizeze un algoritm care determind cel mai mare divizor comun a
doua numere naturale.

Reamintim cdteva rezultate teoretice ce vor fi folositoare pentru intelegerea procesului de
calcul al algoritmului ce va fi prezentat.

Teorema 1.7 (Teorema tmpartirii cu rest) Pentru doud numere intregi a sib, cub # 0,
3 doud numere intregi q gi v, unice, astfel incdt:

a=b-q+r0<r<|b
unde a se numeste deimpartitul, b impartitorul, g catul iar r restul.

Definitia 1.2 Cel mai mare divizor comun (notat cmmdc) a doud numere naturale a gi b
este un numdar natural d cu proprietdtile:

1. dla, d|b (d este un divizor comun al lui a $i b);
2. Vd' € N astfel incat d'|a, d'|b avem d'|d (oricare alt divizor comun al lui a §i b, il divide
si pe d).
Observatia 1.8 1. cmmdc(a,0) = a.
2. Daca cmmdc(a,b) =1 se spune ca numerele a si b sunt prime intre ele.

3. Intre cel mai mic multiplu comun si cel mai mare divizor comun exista urmatoarea
relatie:
a-b

emmme(a, b) = cmmde(a.t)’

(1.1)
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Metoda de calcul pentru a obtine cel mat mare divizor comun a doud numere a si b prin
impartiri succesive, cunoscutd sub numele de algoritmul lui Fuclid, se poate descrie astfel:

Se tmparte a la b si se retine restul v. Daca r este nul atunci cel mai mare divizor comun
este b. In caz contrar, se tmparte b la v si se pastreaza noul rest. Calculele se continud,
folosindu-se ca deitmpartit vechiul impartitor, iar, ca impartitor, ultimul rest obtinut, pinda
cand restul obtinut devine nul.

Operatiile anterioare pot fi transpuse prin intermediul urmdatoarelor formule matematice:

a:bQ1+7"1 0§7‘1<b
b:T1QQ+T2 0§7‘2<7’1

ri=roqz+r3 0<7r3 <1y
Th=Th1qQres2 T The2 0 < rppo <7y

Th—2 = Tn-1qn + Tn 0<r, <r,
Tn—1 = "nqn+1 + Tn+1 0 S Tn+1 <7y
Aceste impartiri nu se constituie intr-un proces infinit, deoarece secvenia de numere natu-

rale r1,7r9, ..., Thi1,... este strict descrescatoare (r1 > ro > ... > 1, > ...) §i marginitd
inferior de 0. Rezulta ca Ip € N astfel incat r, # 0, §i 1,41 = 0.

Algoritm 6 Algoritmul lui Euclid pentru calculul cmmde a doud numere

1: procedure CMMDC(z, y; b)
2: a< T
3: by
4: if (b =0) then
5: b+a
6: else
T r < amodb
8: while (r # 0) do > Procesul se incheie atunci cand r ia valoarea 0
9: a<+b
10: b1
11: r < amod b
12: end while
13: end if

14: end procedure

Daca analizam intregul proces de calcul, se observa faptul ca deimpartitul este imparti-
torul de la etapa anterioara, iar impartitorul este restul de la etapa anterioara. De asemenea,
trebuie mentionat ca in acest proces de calcul, catul nu participa in mod activ.

Algoritmul 6 este un foarte bun exemplu de utilizare a instructiunii de ciclare cu test
initial, while. Din analiza algoritmului reiese faptul ca, mai intai, se efectueaza o evaluare a
restului 7 (calculul sau, liniile 7 si 11), dupa care se testeazd conditia egalititii acestuia cu
valoarea 0 (linia 8).

Functiile au aceeagi sintaxa ca si procedurile:

1: function <NUME>(<parametri>)
2: <instructiune>
3: end function
Functiile pot fi apelate prin numele lor, ca termen al unei expresii.
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1.2 Elemente de analiza algoritmilor

Gradul de dificultate al unei probleme P poate fi pus in evidenta prin timpul de executie al
algoritmului corespunzitor gi/sau prin spatiul de memorie necesar. Timpul de executie in
cazul cel mai defavorabil ne da durata maxima de executie a unui algoritm. Timpul mediu
de executie se obtine prin insumarea timpilor de executie pentru toate multimile de date de
intrare urmata de raportarea la numarul acestora.

Definitia 1.3 Timpul de executie in cazul cel mai defavorabil al unui algoritm A este o
functie Ta : N — N unde Ta(n) reprezinta numdarul mazim de instructiuni executate de
catre A in cazul unor date de intrare de dimensiune n.

Definitia 1.4 Timpul mediu de executie al unui algoritm A este o functie TP : N — N
unde T (n) reprezintd numdrul mediv de instructiuni evecutate de cdtre A in cazul unor
date de intrare de dimensiune n.

Fiind dat& o problema P, o functie T'(n) se spune ci este o margine superioard daca exista
un algoritm A ce rezolva problema P iar timpul de executie in cazul cel mai defavorabil al
algoritmului A este cel mult T'(n).

Fiind datd o problema P, o functie T'(n) se spune ci este o margine pentru cazul mediu
dacé existd un algoritm A ce rezolvd problema P iar timpul mediu de executie al algoritmului
A este cel mult T'(n).

Fiind datd o problema P, o functie 7'(n) se spune ca este o margine inferioard dac orice
algoritm A ce rezolva problema P va avea cel putin un timp 7'(n) pentru unele date de intrare
de dimensiune n, atunci cand n tinde la infinit (n — co).

Definitia 1.5 Fiind datd o functie g : N — R vom nota cu O(g(n)) multimea:
O(g(n)) ={f(n)| ¢ >0, ng >0 a.i 0< f(n)<c-g(n), Vn>ne}.

Vom spune despre f cd nu cregte in mod sigur mai repede decat functia g. Pentru a indica
faptul cd o functie f(n) este un membru al multimii O(g(n)), vom scrie f(n) = O(g(n)), in
loc de f(n) € O(g(n)).

Observatia 1.9 Vom prezenta cateva proprietati ale lui O(-):

e O(f(n) +g(n)) = O(max{f(n),g(n)}).
De exemplu pentru functia f(n) = 7-n°> —n?+3-logn aplicind requla valorii mazime

vom. avea: O(f(n)) = O(max {7 - n’ n2,3 - logn}) adici O(f(n)) = O(n®).
e O(log, n) = O(log, n);
e f(n) = O(f(n)) (reflexivitate);
e f(n) = O(g(n)) si g(n) = O(h(n)) atunci f(n) = O(h(n)) (tranzitivitate).

Definitia 1.6 Fiind datd o functie g : N — R vom nota cu ©(g(n)) multimea:
O(g(n)) ={f(n)] 3e1,¢c2 >0, Ing >0 a.i. 0 <¢;-g(n) < f(n) <ce-g(n), ¥n > ng}.

Spunem ci g(n) este o margine asimptotic tare pentru f(n).

Definitia 1.7 Fiind datd o functie g : N — R vom nota cu Q(g(n)) multimea:
Qg(n)) ={f(n)] 3¢ >0, ng >0 a.i. 0<c-g(n) < f(n), Yn>ne}.
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La fel cum O furnizeaza o delimitare asimptotica superioard pentru o functie, € furnizeaza
o delimitare asimptoticd inferioard pentru aceasta.

Teorema 1.10 Pentru orice doud functii f(n) si g(n), avem f(n) = 0(g(n)) <~
f(n) = O(g(n)) si f(n) = Qg(n)).

Definitia 1.8 Fiind data o functie g : N — R vom nota cu o(g(n)) multimea:
o(g(n)) ={f(n)] Ye >0, Ing >0 a.i. 0 < f(n) <c-g(n), Vn > ne}.

I — .

Observatia 1.11 f(n) = o(g(n)) <= lim, o0 4

Definitia 1.9 f(n) € w(g(n)) < g(n) € o(f(n))
w(g(n)) este o multime ce se defineste astfel:
w(gn))={f(n)| Ve >0, Ing >0 ai 0<c-g(n) < f(n), Yn > ne}

Observatjia 1.12 1. f(n) = O(g(n)),g9(n) = O(h(n)) = f(n) = O(h(n)) (tranzitivi-
tate);

2. f(n) =0O(f(n)) (reflexivitate);
3. f(n) =0(g(n)) < g(n) =06(f(n)) (simetrie).

Definitia 1.10 O functie f are o cregtere exponentiala daca ¢ > 1 a.i. f(x) = Q(c*) i
d a.i. f(x) = O(d®). O functie f este polinomiald de gradul d daci f(n) = O(n?) gi
f(n) =0(n?), vd > d.

Teorema 1.13

m |¢ Temedlm)c>0
n
li_{n i‘]’(n) =40 =g(n)eo(f(n)) (1.2)
= f(n) € o(g(n)).
Exemplul 1.14 e Pentru z € R, avem z" € o(n!).
Deoarece . . i ) 1
z x T T
Toc < _r Ll r
n! ;1;4 . :1;4 - (I4)"/2 2n (I) P ( )
[n/2]ori
rezultd cd i
. x
Jm =0 (1.4)
e logn € o(n).
1 1 / 1
lim o8 = lim (og Lf) = lim &h2 — .
T—o0 I T—00 T 2500

e Pentru a,b>1, a,b € R* avem log,n € O(log,n).

Calcularea cu exactitate a timpului de executie al unui program oarecare se poate dovedi
o activitate dificila. De aceea, in practicd se utilizeazd estimari incercandu-se eliminarea
constantelor i simplificarea formulelor ce intervin in cadrul evaluarii.

Daca doud parti ale unui program, P; si P, au timpii de executie corespunzatori T (n) si
Ty(n), unde T1(n) = O(f(n)) si To(n) = O(g(n)), atunci programul P; & P, va avea timpul
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de executie T1(n) + To(n) = O(max(f(n), g(n))) (requla sumei), unde @ reprezinta operatia
de concatenare.

Prin aplicarea acestei reguli, rezulta faptul ca, timpul necesar executiei unui numar finit
de operatii este, neluand in considerare constantele, caracterizat in principal de catre timpul
de executie al operatiei cele mai costisitoare.

Cea de-a doua regula, requla produsului, spune ci, fiind date doud funtii f(n) si g(n) astfel
incat Ti(n) = O(f(n)) si To(n) = O(g(n)), atunci avem T (n) - Ta(n) = O(f(n) - g(n)).

Pe baza regulilor produsului si sumei putem face urméatoarele reduceri:

O(1) € O(logn) € O(n) € O(nlogn) C O(n?) C O(n*) C O(2")
Prezentam in continuare cateva reguli generale pentru evaluarea complexitatii unui algoritm:

e timpul de executie al unei instructiuni de atribuire, citire sau afigsare a unei variabile

este O(1).

e timpul de executie al unei secvente de instructiuni este proportional cu timpul instructi-
unii care dureaza cel mai mult.

e timpul de executie al unei instructiuni de decizie (if) este timpul executérii instructiu-
nilor de pe ramura aleasd plus timpul necesar evaluirii conditiei.

e timpul de executie pentru o instructiune de ciclare este suma, dupa numarul de pasi
pe care ii realizeaza instructiunea de ciclare, dintre timpul necesar executarii corpului
instructiunii plus timpul necesar evaluarii conditiei.

1: for i < 1,n do
2: A(i)
3: end for

Daca instructiunii compuse A(4) ii corespunde un timp de executie constant ¢, ce nu
depinde de i, atunci timpul corespunzitor intregii instructiuni de ciclare for anterioare

este: N N
dt=tY 1=t-n=0(n) (1.5)
i=1 i=1

In cazul general, timpul de executie al instructiunii compuse A(i) depinde de pasul 4,
notat cu ¢;. Astfel timpul total corespunzétor instructiunii for este > i, ;.

e Instructiunile de ciclare al caror numéar de pasi depinde de indeplinirea unei conditii
(while) sau de neindeplinirea acesteia (repeat ... until), sunt mult mai dificil de
analizat deoarece nu existd o metoda generala de a afla cu exactitate numarul de repetéri
al corpului instructiunii. De exemplu, pentru fragmentul urmétor

1 i1

2: while (a; < z) do

3: > calcule ce pot modifica, direct sau indirect, valoarea lui a;

4 1 1+1

5: end while

nu se poate preciza de céte ori se va ajunge la realizarea instructiunii de incrementare
din interiorul instructiunii while. In marea majoritate a cazurilor se utilizeazi elemente
de teoria probabilitatilor in vederea obtinerii unei estimari a numarului de repetari al
corpului instructiunii.
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Exemplul 1.15 De ezemplu

1: fori<«+ 1,n do
2: mnstructiunel
3: end for

are timpul de executie O(n).

s fori<1,n do

for j < 1,m do
imstructiune?

end for

: end for

fo o

@

Timpul de executie pentru secventa de cod ce confine doud instructiuni de ciclare imbricate
este O(n - m).

Exemplul 1.16 Sa consideram un alt exemplu: se da un sir A cu n numere reale, §i se

doreste calcularea elementelor unui sir B astfel incat sa avem b; = %23:1 a;, pentrui =1,n.

1: fori<« 1,n do

2: s+ 0

3: for j < 1,i do
4: S s+aj
5: end for

7: end for

8: return

Daca notam cu o constantd c,, timpul necesar pentru efectuarea unei operatii atomice,
vom obtine: costul efectuarii liniei 1 este ¢y - n, al liniei 2 este ¢y -n, al liniei 3 este cs - i, al
liniei 4 este ¢4 -1, al liniei 6 este c5 - n iar al liniei 77 este cg.

T(n) = cln—l—cZn—FZc?,i—l—Zcﬂ—l—csn—l—cﬁ = cln+c2n+c32i+c42i+csn+ce
i=1 i=1 i=1 i=1
n(n+1)

= T(c;; +ecy)+nler+ca+cs)+c

1 1
= 5(63 +ca)n® + §(c3 +eg)n+n(er+ca+cs)+ ¢

1 2 L 2
= 5(03+c4)n + [5(03+c4)+01+02+c5}n+06 =n"-p+n-q+cs.
De obicei nu se efectueaza o analizd atdt de detaliatd a algoritmului, dar se incearcd o eva-
luare a blocurilor principale, cum ar fi instructiunile de ciclare, atribuindu-le direct valori
corespunzatoare complexitalii timp, atunci cind este posibil:

T(n) = O(n*) + O(n) + O(1) = O(n?). (1.6)
Vom modifica algoritmul anterior astfel incat sa reducem numarul de calcule efectuate:
1: 50
2: fori< 1,n do
3: S s+a;
5: end for
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6: return

Pentru aceasta varianta de lucru, complexitatea timp este urmatoarea:
T(n) = O(1)(linia 1) + O(n)(liniile 2-4) + O(1)(linia 6) = O(n) (1.7)

In urma analizei de complexitate, putem concluziona faptul cd cea de-a doua variantd a
algoritmului ruleazd intr-un timp liniar.

1.2.1 Metoda substitutiei

Metoda substitutiei presupune mai intai ghicirea (estimarea) formei solutiei pentru relatia
de recurenta i apoi, demonstrarea prin inductie matematica, a corectitudinii solutiei alese.

Metoda poate fi aplicata in cazul unor ecuatii pentru care forma solutiei poate fi estimata.
Sa consideram urmaétoarea relatie de recurenta:

1 dacin =1
T(n) = ; qacan (1.8)
2T(%) +n , in rest.

Vom presupune ci solutia acestei relatii de recurenta este 7'(n) = O(nlogn) (notdm
log, n = logn). Folosind metoda inductiei matematice, vom incerca sa demonstram inegali-
tatea:

T(n) < enlogn. (1.9)
Presupunem mai intéi, cd inecuatia (1.9) are loc pentru V& < n, inclusiv pentru %, adica
T(2) < c 2 log(2).
Vom demonstra ca inecuatia (1.9) este indeplinita si pentru n: T(n) = 27(%5) 4 n.
T(n) < 2(0% logg) +n= cnlogg +n
=cnlogn —cnlog2+n=cnlogn —cn+n (1.10)

< cnlogn.

Metoda inductiei matematice presupune sa aratam ca solutia respecta si cazurile particulare
(T(1) =1). Pentrun = 1 vom avea T'(1) = ¢-1-log 1 = 0 ceea ce contrazice relatia T(1) = 1.
Aceasta situatie poate fi rezolvata daca consideram ca T'(n) = cnlogn,Vn > ng (ng este
o constantd).
Din T(2) = 4 §i T'(3) = 5 vom alege valoarea parametrului c astfel incat sa fie indeplinite
inegalitatile 7'(2) < 2clog2 §i T'(3) < 3clog 3. Se observa ca orice valoare a lui ¢ > 2 satisface
inegalitatile anterioare.

1.2.2 Schimbarea de variabila

Aceastd metoda presupune realizarea unei schimbéri de variabila in vederea simplificarii for-
mulei sau pentru regésirea unei formule deja cunoscuta.
S& consideram ecuatia T'(n) = 2T(y/n) + logn. Daca inlocuim pe n cu 2™ obfinem:

m
2

T(2™) = 2T(2%) +log 2™ = 2T(2%) + m. (1.11)
Notam cu S(m) = T(2™) si inlocuind in (1.11), obginem o noua relatie de recurenta:

S(m) = 25(2) +m. (1.12)
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Se observa cd aceastd relatie are o forma similard cu cea din formula (1.8).
Solutia relatiei (1.12) este:

S(m) = O(mlogm) = T(n) =T(2™) = S(m) = O(mlogm) = O(lognloglogn). (1.13)

In final se obtine faptul ca T'(n) = O(logn loglogn).

1.2.3 Metoda iterativa

Metoda iterativd este mult mai eficientd deoarece nu presupune ’ghicirea’ solutiei, varianta ce
conduce deseori la rezultate gresite gi timp pierdut. De exemplu, sd consideram urmatoarea
formula de recurenta:

1 dacin =1
T(n) = ) qacan (1.14)
T(3)+1 , inrest.
Pentru rezolvarea acestei recurente vom substitui succesiv pe n cu g:
n
T(n) = T(§) +1
n
=T(-)+2
5+
~7(%)+3 (1.15)
n
Prin urmare atunci cand 1 = Jz = k = logn, vom avea
T(n)=1+k=1+logn = T(n) = O(logn).
Sa analizam o altd formuld de recurenta:
1 daci n =1
T(n) = , qacan (1.16)
27(%) +n , in rest.
Inlocuind succesiv pe n cu 5 vom obtine urmatoarea serie de identitati:
n
T(n) = 2T(§) +n
n, n n
=227 (=) + = = 4T(=) + 2
(T(5) + 5) +n=4T(}) + 20
=427 + %) 4 2n = 87(2) + 30 (1.17)
8 4 8
n
= 2’“T(2—k) + kn.

no__

Deoarece substitutia se opreste atunci cand g = 1, adica pentru k = logn, vom avea:

T(n) =2* + kn =n+nlogn = O(nlogn). (1.18)
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1.2.4 Teorema master

Metoda master pune la dispozitie o variantd de rezolvare a unor recurente de forma
n
T(n) = aT(3) + f(n), (1.19)

unde @ > 1,b > 1 sunt constante, iar f(n) este o functie asimptotic pozitivd. Formula de
recurentd (1.19) descrie timpul de executie al unui algoritm ce presupune descompunerea unei

probleme de dimensiune n in a subprobleme, fiecare avind dimensiunea datelor de intrare .

f(n) reprezinta costul asociat impéartirii datelor de intrare cit gi costul combinarii rezultatelor
celor a subprobleme.

Teorema 1.17 (Teorema master) [24] Fie a > 1 sib > 1 doud constante, f(n) o functie
asimptotic pozitiva, $i T'(n) definita de relatia de recurenta

T(n) = aT(3) + f(n),

unde 3 va fi |} sau [3].
Atuncz' T(n) este marginitda asimptotic dupd cum urmeazd:
1. daca f(n) = O(n'&*=<) pentru o constantd ¢ > 0, atunci T(n) = O(n'*&2);
2. dacd f(n) = O(n'&%logh n), atunci T(n) = O(n'*%*1log"™ n) (de obicei k =0);

3. daca f(n) = Q(n'®*™) pentru o constantd € > 0, si daca af(}) < cf(n) pentru o
constantd ¢ < 1 gi oricare numar n suficient de mare, atunci T'(n) = ©(f(n)).

Corolarul 1.18 Pentru o functie f de tip polinomial unde f(n) = cn® avem:
1. dacd a > b* atunci T(n) = O(nl°#9);
2. dacd a = b* atunci T(n) = O(nFlogn);
3. daci a < V* atunci T(n) = O(nk).

Cu alte cuvinte, daca
T(n) < aT'(3) + O,
atunci avem
O(n*logn) , dacd a =b*
T(n) =< O(nk) , dacd a < b*
O(nlos» @) , dacd a > bk

Exemplul 1.19 e FieT(n) =2T(%)+n. Avema =2,b=2k=1, f(n) =n". Aplicind
corolarul pentru cazul a = b*, se obtine solutia T(n) = O(n*logn) = O(nlogn).
e Pentru T(n) = 9T(3) +n, avem a = 9,b = 3,k = 1. Aplicand corolarul pentru cazul
a > b*, se obtine solutia T(n) = O(n'8s%) = O(n?).
e FieT(n) =4T(%)+n?. Avema=4,b=2k =3, f(n) =n*. Aplicind corolarul pentru

cazul a < b¥, se obtine solutia T'(n) = O(n?).

e Flie T'(n) = 2"T(%) +n". Nu se poate aplica Teorema master deoarece a = 2" nu este
constant.
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e Ilie T'(n) = 2T(5) + nlogn. Atunci avem a = 2,b =2,k =1, f(n) = O(n'oe221ogk n),
si aplicind Teorema master, cazul al doilea, obtinem: T(n) = ©(nlog®n).

e Fie T(n) = 3T(%) 4+ . Nu se poate aplica Teorema master deoarece a = § < 1.
e Fie T(n) = V2T (%) + logn. Aplicind Teorema master pentru a = v/2,b = 2, f(n) =

O(nz) obtinem: T(n) = O(y/n).

e Fie T(n) = 3T(%) + nlogn. Aplicind Teorema master pentru a = 3,b = 4, f(n) =
Q(nlea3+¢) obtinem: T(n) = O(nlogn).

e Fie T(n) = 16T(%) — nlogn. Nu se poate aplica Teorema master deoarece f(n) =
—nlogn nu este o functie asimptotic pozitivd.

Exemplul 1.20 Analiza actiunilor

Deschiderea unei actiuni la o anumitd data calendaristica reprezinta numdarul mazim de
zile consecutive (pand la acea data) in care pretul actiunii a fost mai mic sau egal cu preful
din ziua respectiva. Fie py pretul unei actiuni in ziua k iar dy, deschiderea calculata in aceeagi
2.

In continuare se prezinta un exemplu de caleul al deschiderii unei actiuni pentru un numdar

de 7 zile:

Po | P1 | P2 | P3| Pas|Ps5|DPs
9163|4125 |7
do | dy | dy | ds | dy | ds | dg
1111|211 4|6

Algoritm 7 Algoritm de calcul al deschiderii unei actiuni (prima varianta)

1: procedure COMPUTESPAN1(p, n;d)

2 for k< 0,n—1do

3 j+1

4 while ((j < k) A (pr; < p1)) do
5: jej+1

6 end while

7 dip < j

8 end for

9: return

10: end procedure

Algoritmul 7 calculeazd deschiderea unei actiuni pentru un interval mai lung de timp pe
baza evolutiei preturilor acesteia. Timpul de executie al acestui algoritm este O(n?).

Vom prezenta un alt mod de calcul al deschiderii unei actiuni folosind o stiva (a se vedea
algoritmul 8).

Stiva este o structurd de date de tip container deoarece ea depoziteazd elemente de un
anumit tip. Pentru a putea sa operam asupra unei colectii de elemente pastrate intr-o stivd,
se definesc urmdatoarele operatii, in afara de operatiile fundamentale push si pop:

e push(z:object) — adaugd obiectul x in varful stivei.

e pop():object — elimind si intoarce obiectul din varful stivei; daca stiva este goald avem
o situalie ce genereazd o exceptie.
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e peek():object — intoarce valoarea obiectului din varful stivei fara a-l extrage.

o size():integer — intoarce numdrul de obiecte din stiva.

e tsEmpty():boolean — intoarce true dacd stiva nu contine nici un obiect.

o 1sFull(): boolean — intoarce true daca stiva este plind.

o init(capacitate:integer) — initializeazd stiva.

Algoritm 8 Algoritm de calcul al deschiderii unei actiuni (a doua varianta)

1: procedure COMPUTESPAN2(p, n; d)
2 call init(S)

3: for k< 0,n—1do

4

ind 1
while (isEmpty(S) = false) A (ind = 1) do
if (pk > ppeek(s)) then
call pop(S)
else
ind < 0
end if
end while
if (ind = 1) then
h+ -1
else
h + peek(S)
end if
dp < k—h
call push(S, k)

19: end for
20: return
21: end procedure

Timpul de executie al noului algoritm este O(n).

1.3 Exercitii

1.

Sa se determine dacd un numar natural este simetric sau nu.
Sa se determine toate cifrele distincte dintr-un numér natural.
Sa se determine reprezentarea in baza 2 a unui numar natural.

Sa se determine forma corespunzatoare in baza 10 a unui numar reprezentat in
baza 2.

Sa se elimine dintr—un numaér natural toate cifrele de forma 3% + 1 si sa se afigeze
numaérul rezultat.

Pentru un numar natural dat sa se construiasca din cifrele acestuia cel mai mare
numar prin amplasarea mai intai a cifrelor impare si apoi a cifrelor pare.

Sa se determine toti divizorii unui numar natural.



