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PREFATA

Lucrarea este destinata studentilor care urmeaza cursurile facultatilor
cu profil mecanic sau de constructii, ea respectdnd programa analitica a
disciplinei Mecanica. Totodata, ea poate fi folositd si de studentii altor
facultati care au in programa disciplina Mecanica.

Sunt prezentate, mai intdi, notiunile teoretice necesare punerii in
opera a modelelor matematice aferente modelelor mecanice propuse,
precum si metodele de calcul moderne de rezolvare a acestora.

Evident cd, pe langa rezolvarea analiticd a modelelor matematice, s-a
pus accent si pe solutionarea numerica a acestora.

Alplicatiile sunt rezolvate prin mai multe metode, astfel cd solutiile
obtinute ne vor da certitudinea rezultatelor obtinute.

Astfel, s-au aplicat, fie metodele clasice aferente ecuatiilor
diferentiale, fie metode mai moderne, cum ar fi transformatele integrale
Laplace, acestea din urma prezentand avantajul algebrizarii problemei, care
usureaza mult rezolvarea acestora.

Pentru o intelegere mai usoard a notiunilor teoretice am considerat
necesar sa prezentdm o serie lucrari practice care verificd veridicitatea
notiunilor teoretice prezentate la orele de curs si seminar.

Cum migcarea este absolutd, am preferat sa prezentam, mai intai,
capitolele aferente acesteia si apoi cele referitoare staticii .

Constienti fiind cd lucrarea poate primi imbunatatiri, multumim
anticipat celor care vor face acest demers.

Autorii






CAPITOLUL 1

ELEMENTE DE ALGEBRA LINIARA,
ANALIZA VECTORIALA SI TENSORIALA

N
Definitia 1.1. Un vector AB este o marime caracterizatd prin patru
elemente, dupa cum urmeaza:
1. punctul de aplicatie sau originea A;
2. suportul sau, adica dreapta definita de punctele A si B;
3. sensul de parcurs de la A la B;
4.

5
marimea sau modulul (norma) sau intensitatea sa AB, adica

lungimea segmentului AB.
- -
Definitia 1.2. Produsul scalar al vectorilor v, si v, este o marime

scalara data de relatia
- >
V"V, =V, -V, -COSQ (1.1)

. . . . . . r . . n
unde o este unghiul dintre doi vectori echipolenti cu v, si v, si avand
aceiasi origine.

- o> >

Reprezentand cei doi vectori in baza ortonormata (i, I, kJ, rezulta

expresia analiticd a produsului scalar 1n functie de componentele acestora:
> >
VitVy =V VotV Vo v, vy, (1.2)
Produsul scalar are urmatoarele proprietati:
1. comutativitatea, adica

- > - >
V'V, =V, V, (1.3)

2. distributivitatea fata de adunarea vectoriala, adica
n_ - - n - =
(ZVij'WZZ(Vi'Wj (1.4)
i=1 i=1
sau, cu alte cuvinte, la efectuarea produsului scalar parantezele se desfac ca
la o inmultire intre numere.
3. dati fiind scalarii VA € R, respectiv VA, A, € R, rezulta

o vevs J=2ev = v v ) (1.5)



(7“1"71)[}‘2"72}:7”1'7”2":"72 (1.6)

4. produsul scalar al unui vector prin el insusi este
- > )
V-V=vV_, (1.7)
adica este egal cu patratul marimii vectorului.

- -
5. notand cu pr v, =v,-cosa proiecfia ortogonala a lui v, pe

dreapta definita de vectorul \71 , S€ poate scrie
- - -
VirVy =Vepr v, (1.8)
- T > I - . -
6. dacd v, =0 sau v, =0, sau dacd v, este perpendicular pe v,,
atunci
B
v,-v, =0 (1.9)
. . - . -
Definitia 1.3. Produsul vectorial al vectorilor v, si v, este un vector

- =
notat cu v,xv, care are:

- norma data de relatia
> o>

V,XV,[=V,-V, sina (1.10)

- directia perpendicularda pe planul determinat de doi vectori
- -
echipolenti cu vectorii v, si v, siavand aceeasi origine.
L - Lo o
- sensul astfel ales incat vectorii v, v, si v,xv, sd formeze un

triedru drept.

Reprezentand cei doi vectori in baza ortonormata (i j,kJ, rezulta

expresia analiticd a produsului vectorial in functie de componentele acestora

in urma unei dezvoltari formale dupa prima linie a determinatului:
77
i ]k
oo 7 7
VXV, =1V Yy Yy, :(Vly'vzz_vlz'VZy)'1+(V12'V2X_V1X'V2z)'l+

Ve Yoy Vi, (1.11)

y
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Produsul vectorial are urmatoarele proprietati:
1. anticomutativitatea, adica
rr r r
V, XV, ==V, XV, (1.12)
2. distributivitatea fatd de adunarea vectoriald (teorema lui
Varignon), adica
n_ - - n - =
Zvi xwzz VX W (1.13)
) i1
sau, cu alte cuvinte, la efectuarea produsului scalar parantezele se desfac ca
la o inmultire intre numere, fara a interveni insa ordinea factorilor.
3. dati fiind scalarii VA € R, respectiv VA, A, € R, rezulta

x-(@@}{xﬁjﬂ;@(x@}, (1.14)
(xl-QJx[xz-vzj=xl-x2-lev2 (1.15)

4. produsul vectorial al unui vector prin el insusi este nul, adica

-> > o

vxv=0 (1.16)
5. daca \71 =0 sau \7; 0, sau daca \71 P\;; , atunci
Vv, =0 (1.17)
Definitia 1.4. Produsul mixt al vectorilor \71 , \72 \Z este un scalar
real definit de relatia:
[vivaev, J= v v (1.18)

> o> >

Reprezentand cei trei vectori in baza ortonormata (i, j,kj, rezulta
expresia analitica a produsului mixt in functie de componentele acestora:
le Vly Vlz
> o> o
[Vl;vz;v3j= Voo Vo, Yy, (1.19)
V3x V3y V3Z
Pentru a nu fi afectat de semn produsul mixt se ia Tn modul, altfel el
este pozitiv daca cei trei vectori, cu originea comund, formeaza un sistem

drept de axe si este negativ daca acestia formeaza un sistem stang de axe.
Produsul mixt are urmatoarele proprietati:
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1. modulul sdu este egal cu volumul paralelipipedului construit pe

trei vectori echipolenti cu vectorii v,, v,, v, (interpretare geometrica).
2. respectd evident proprietatile determinantilor.

e e e T -

N
3. daca v,vv,vv,=0, v,, v,, v, sunt coplanari sau dacd doi
dintre acesti vectori sunt paraleli, atunci:

- o> -
(VI;VZ;V3J=O
- -

5
Definitia 1.5. Dublul produs vectorial al vectorilor v,, v,, v, este

VIX(VZXV3J=V2'[V1'V3j—VS'(Vl'Vzj, (1.20)

presupunand vectorii adusi la o origine comuna.
Dublul produsul vectorial are urmatoarele proprietati:
1. nu este asociativ, adica

dat de relatia:

@(@QJ;{@Q%Q (1.21)
2. daca \71 P\Zx \73 , atunci dublul produs vectorial este nul
3, QXLQXQJ:—(QXQJXQ (1.22)
4. QX(V}Q]+QX(QXQJ+QX(ZXQJ:6 (1.23)

Trecand la un nou sistem de axe O'x'y'z' (O'x x,X.) cu baza
12243

> > >

ortonormata {il,iz,i3j, vom avea

- 3 N
1 a1, j=12,3, (1.24)
k=1

unde o, sunt cosinusurile directoare ale axei O'x; fatd de sistemul vechi

de axe. Reciproc avem:
4) 3 -

=Y oy, j=1,2.3, (1.25)

=
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